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PRÉFACE 
DE L'ÉDITION FRANÇAISE 


Le présent recueil de problèmes et d'exercices sur les équations 
différentielles ordinaires s'adresse surtout aux élèves des établisse- 
ments d'enseignement technique supérieur. 

Une attention particulière y est portée aux sujets qui ne sont 
pas traités de façon suffisamment détaillée dans les manuels dispo- 
nibles et qui sont, comme le montre l’expérience, difficiles à assi- 
miler (méthode des isoclines pour les équations du premier et du 
second ordre, problèmes sur les trajectoires orthogonales, dépendance 
et indépendance linéaires des systèmes de fonctions). 

Ce recueil rassemble un grand nombre de problèmes sur les 
équations linéaires à coefficients constants et variables, sur la 
stabilité au sens de Liapounov, sur l'application de la méthode 
opérationnelle à la résolution des équations et systèmes différen- 
tiels. On y examine d’une manière approfondie la méthode des 
approximations successives, les solutions singulières des équations 
différentielles, la méthode de superposition pour la résolution des 
équations différentielles linéaires d'ordre x, l'intégration des équa- 
tions différentielles à l’aide de séries. 

Pour aider le lecteur, chaque paragraphe a été précédé d’un 
« avant-propos » où sont rappelés quelques formules et théorèmes 
essentiels. Ÿ sont également données les solutions détaillées des 
problèmes types. Tous les problèmes comportent des réponses et 
parfois de brèves indications pour leur résolution. 

Le recueil est axé sur le manuel de L. Elsgoltz « Equations diffé- 
rentielles et calcul variationnel » (en russe), Editions « Naouka », 
Moscou, 1965. 

Nous serons contents si notre livre s'avère utile aux lecteurs. 


Krasnov, Kissélev, Makarenko. 


CHAPITRE PREMIER 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE 


$ 1. Notions fondamentales et définitions 


On appelle équation différentielle une relation entre une variable 
indépendante zx, la fonction cherchée y = y (x) et ses dérivées 
Y', U', -.., y c'est-à-dire une équation de la forme 


F (x, U; y', UE PE y®) = 0. 


Si la fonction cherchée y = y (x) est une fonction de la seule 
variable zx, l'équation différentielle est dite ordinaire *), par exemple 


5) Mayo, 2 W+y+tancosr, 3) (#— y) dr 


—(z+y) dy =0. 


Lorsque la fonction inconnue y dépend de deux ou plusieurs 
variables, par exemple si y — y (x, t), l'équation de la forme 


y  Ôy my 
F (x, LU rr apres ôx* ot! }= 


est dite aux dérivées partielles. Ici À, L sont des entiers non négatifs 
tels que À +! = m; par exemple 


y  Oy _ Oy __ dy 
ôt  ôx ; Ôt  ôr? ° 


On appelle ordre de l'équation différentielle l’ordre de la dérivée 
la plus élevée figurant dans l'équation. Par exemple, y" + xzy = e* 
est une équation différentielle du premier ordre, y” + p (x) y = 0, 
où p (x) est une fonction connue, une équation différentielle du 
second ordre; y” —zxy" = x* est une équation différentielle 
d'ordre 9. 

On appelle solution d'une équation différentielle d'ordre nr sur un 
intervalle (a, b) une fonction y = œ (x) définie sur cet intervalle 
(a, b) avec ses dérivées jusqu'à l’ordre nr y compris et telle que la 
substitution de la fonction y = œ (x) dans l'équation différentielle 


*) Dans la suite de cet ouvrage nous ne nous occuperons que des équations 
différentielles ordinaires. 
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transforme cette dernière en une identité par rapport à x sur (a, b). 
Par exemple, la fonction y = sin x + cos x est solution de l'équation 
différentielle y” + y = 0 sur l'intervalle (— œ, + œ). En effet, 
en dérivant deux fois cette fonction, on aura 


y = Cos x — sin x, y" = — sin z — Cos x. 
En portant les expressions de y” et de y dans l'équation différentielle, 
on obtient une identité 


— sin Zz — cos x + sin z + cos x = (. 


La courbe solution d’une équation différentielle est appelée 
courbe intégrale de cette équation. 

La forme générale de l'équation du 
premier ordre est 


F (x, y, y') = 0. (1) 


Si l’on parvient à résoudre l'équation 
(1) par rapport à y’, on obtiendra 


y = (x, y), (2) 


Fig. 1 c'est-à-dire une équation du premier ordre 
résolue par rapport à la dérivée. 

On appelle problème de Cauchy le problème qui consiste à trouver 
une solution y = y (x) de l’équation y’ = f (x, y) qui satisfait à la 
condition initiale y (xs) = y, (une autre notation: y |:=,,= ÿo). 

En interprétation géométrique cela signifie qu'on cherche une 
courbe intégrale qui passe par un point donné M, (xzo, yo) du plan 
xOy (fig. 1). 


Théorème d'existence et d’unicité de la solution du problème de 
Cauchy. Soit donnée une équation différentielle y = f (x, y) où la 
fonction f (x, y) est définie dans un certain domaine D du plan xOy 
contenant le point (to, Yo). Si la fonction f (x, y) satisfait aux condi- 
Lions : 

a) f (x, y) est une fonction continue de deux variables x et y dans 
le domaine D : 

ôf 


b) f (x, y) possède une dérivée partielle 1 bornée dans le domaine 


D, il existe un intervalle (x, — h, zo + h) sur lequel cette équation 
admet une solution et une seule y = ® (x) satisfaisant à la condition 


Y (&o) = Yo: 

Le théorème fournit les conditions suffisantes d'existence de 
l'unique solution du problème de Cauchy pour l'équation y’ = 
— f (x, y), mais ces conditions ne sont pas nécessaires. En effet, 
l'équation y” = f (x, y) peut posséder une solution unique satisfai- 
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sant à la condition y (xs) = y, Sans que les conditions a) ou b) ou 
les deux à la fois soient remplies au point (xzo, Yo). 
Traitons quelques exemples. 


1. y" — _ Ici f (x, y) = 1/y°, — —2/y$. Aux points (xo, 0) 
de l’axe Oz les conditions a) et b) ne sont pas satisfaites (la fonction 


1 (x, y) et sa dérivée partielle . sont discontinues sur l’axe Ox 


Fig. 2 


et ne sont pas bornées pour .y — 0), mais par chaque point de l'axe 
Ox il passe l’unique courbe intégrale y — 3 (z — zo) (fig. 2). @ 

2. y = xy +e Ÿ. Le second membre de l'équation f (x, y) = 
= xy + e”Ÿ et la dérivée partielle 0f/ôy = x — e”Ÿ sont continus 
en x et y en tous les points du plan xOy. En raison du théorème 
d'existence et d’unicité, le domaine dans lequel l’équation donnée 
possède l’unique solution est tout le plan xOy. @ 


3. y 14 y. Le second membre de l'équation f (x, y) — 
= LR est défini et continu en tous les points du plan xOy. 


La dérivée partielle _. = 14 y tend vers l'infini lorsque y = 0, 


c'est-à-dire sur l’axe Ox, de sorte que pour y = 0 la condition b) du 
théorème d'existence et d’unicité n’est pas satisfaite. Par suite, 
l'unicité n’est pas garantie aux points de l’axe Ox. On vérificra 
aisément que la fonction y — (x + c)°/8 est solution de l'équation 
considérée. De plus, cette équation a une solution évidente y = 0. 
Ainsi, par chaque point de l’axe Oz il passe au moins deux courbes 
intégrales et donc effectivement l'unicité n'est pas vérifiée aux 
points de cet axe (fig. 3). 

L'équation donnée admettra aussi pour courbes intégrales des 
courbes constituées de morceaux de paraboles cubiques y = (x + c)*/8 
et de tronçons de l’axe Ox, par exemple ABOC,, ABB;C:, AoB9T 
et autres, de sorte que par chaque point de l’axe Ox il passe une 
infinité de courbes intégrales. @& 
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Remarque. La condition d'être bornée, imposée à la dérivée 
ôf/0y dans le théorème relatif à l'existence et à l’unicité de la solu- 
tion du problème de Cauchy peut être un peu affaiblie et remplacée 
par une condition dite condition de Lipschitz. 

On dit qu’une fonction f (x, y) définie dans un certain domaine D 
satisfait à une condition de Lipschitz en y s’il existe une constante L 
(constante de Lipschitz) telle que, quels que soient y,, y, de D 
et quel que soit x de D l’on ait l'inégalité 

FF (x, yes) — fe, y) 1 LI ye — y |. 

L'existence dans le domaine D d’une dérivée bornée _ est 
suffisante pour que la fonction jf (x, y) vérifie dans D la condition 
de Lipschitz (nous laissons au lecteur le soin de le démontrer). 
Au contraire, la condition de Lipschitz n'implique pas que la déri- 
vée _. est bornée; cette dernière peut en général ne pas exister. 
Par exemple, pour l'équation y’ —=2|y{|coszx, la fonction 
f(x, y) = 2]1y {cos x n’est pas dérivable par rapport à y au point 


(Zos 0}, To £S + kx, k—0, +1, ..., mais la condition de 
Lipschitz est satisfaite au voisinage de ce point. En effet, 


[f(x yo) —f (æ, y) | = 12 ya | cos x — 2 | y, | cos x | = 
= 2|cosx [| |ye | — y 1 2 1ye — y, 
puisque |cosz | < 1 et || y2 | — [y | | K | Ya — Yi |. Ainsi, la 


condition de Lipschitz est satisfaite avec une constante L = 2. 


Théorème. Si une fonction f (x, y) est continue et satisfait à une 
condition de Lipschitz en y dans un domaine D, le problème de Cauchy 
d 
= f(x y), y |xmmx, = Yo: (To, Yo) € D 
a une solution unique. 
La condition de Lipschitz est essentielle pour l'unicité de la 


solution du problème de Cauchy. Considérons à titre d'exemple 
l'équation 


4x3 
f(x LR M de 
0, z=y—=t(. 


On se rend compte sans peine que la fonction jf (x, y) est continue; 
d'autre part on a 


4x3 (zi— yY 
fe Y)— 1 y) = says À —V). 
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Si y=ax?, Y =/fx2?, alors 


___ & 1— af 
[f(x Y)—f(x y)| = Iz| | (Han t+rp |Y—y|, 
et la condition de Lipschitz n’est remplie dans aucune région com- 
prenant l’origine © (0, 0) parce que le facteur de | Ÿ — y | se trouve 
non borné quand z —+ 0. 
Cette équation différentielle admet une solution 


y=C Var 


où C est une constante arbitraire. On en déduit qu’il existe une 
infinité de solutions satisfaisant à la condition initiale y (0) = 0. 


On appelle solution générale de l'équation différentielle (2) une 
fonction 


y = (zx, C) (3) 
dépendant de la seule constante arbitraire C et telle que 1) elle 


D! 


satisfait à l'équation (2) pour toutes valeurs admissibles de la 
constante C ; 2) quelle que soit la condition initiale 


y [xs = Yo: (4) 


on peut choisir une telle valeur C, de la constante C que la solution 
y = (x, Co) satisfasse à la condition initiale donnée (4). Dans 
ces conditions, on suppose que le point (xs, Yo) appartient à la région 
où sont satisfaites les conditions d'existence et d’unicité de la solu- 
tion. 

On appelle solution particulière de l'équation différentielle (2) 
une solution obtenue à partir de la solution générale (3) pour une 
valeur quelconque déterminée de la constante arbitraire C. 

Exemple 4. Vérifier que la fonction y = x + C est la solution 
générale de l’équation différentielle y’ = 1 et trouver une solution 
particulière satisfaisant à la condition initiale y [+0 = 0. Donner 
l'interprétation géométrique du résultat. 

Solution. La fonction y—=zxz<+C vérifie l'équation donnée 
quelles que soient les valeurs de la constante arbitraire C. En effet, 
y = (x + C) = 1. 

Donnons-nous une condition initiale arbitraire y [xx = Yo. 
En posant x = x, et y = y, dans l'égalité y = x + C, on trouve 
que C = yo — x. En portant cette valeur de C dans la fonction 
donnée on aura y = x + yo —Z0. Cette fonction satisfait à la 
condition initiale donnée : en posant z = x, on obtient y = xo + 
+ Yo — Lo = Yo. Ainsi, la fonction y = x + C est la solution 
générale de l'équation considérée. 

En particulier, en posant x, = 0 et y, = 0, on obtient une 
solution particulière y = x. 
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La solution générale de cette équation, c’est-à-dire la fonction 
y = x + C, définit dans le plan zxOy une famille de droites parallèles 
avec le coefficient angulaire 4 = 1. Par chaque point M, (xs, Yo) 
du plan xzOy il passe l'unique courbe intégrale y = x + ys — &o. 
La solution particulière y = x définit l’une des courbes intégrales, 
à savoir une droite passant par l'origine des coordonnées (fig. 4). 

Exemple 5. Vérifier que la fonction y — Ce* est la solution 
générale de l'équation y” — y — 0 et trouver une solution particu- 


lière salisfaisant à la condition initiale y [x=1 = —1. 
ÿ 
ÿ # 
Û C>0 
Y T7 1 


Fig. 4 Fig. 5 


Solution. On a y — Ce”, y’ — Ce*. En portant dans l'équation 
donnée les expressions de y et y” on obtient Ce* — Ce” = 0, c’est-à- 
dire que la fonction y = Ce* satisfait à l’équation donnée quelle 
que soit la valeur de la constante C. 

Donnons-nous une condition initiale quelconque y |x=x9 = Yo: 
En introduisant x, et y, au lieu de x et y dans la fonction y = Ce”, 
on aura ÿo = Ce*o, d’où C = y,e-*o. La fonction y = yje*-* satis- 
fait à la condition initiale. En effet, en posant x = x,, on obtient 
y = ype*0—*0 —=y,. La fonction y — Ce” est la solution générale 
de l'équation donnée. 

Pour Lo — 4 et y, = —1 on obtient une solution particulière 
y = —e*"t, 

Au point de vue géométrique, la solution générale définit une 
famille de courbes intégrales qui sont les graphiques de fonctions 
exponentielles; la solution particulière satisfaisant à la condition 
initiale est une courbe intégrale passant par le point M,(1, —1) 
(fig. 9). @ 

Une relation de la forme ® (x, y, C) = 0 qui définit implicite- 
ment la solution générale s'appelle intégrale générale de l'équation 
différentielle du premier ordre. 
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Une relation obtenue à partir de l'intégrale générale pour une 
valeur concrète de la constante arbitraire C s’appelle intégrale 
particulière de l'équation différentielle. 

Le problème de résolution ou d'intégration d’une équation dif- 
férentielle consiste à trouver la solution générale ou l'intégrale 
générale de cette équation. Si de plus est donnée une condition 
initiale, on a alors à trouver aussi une solution particulière ou une 
intégrale particulière satisfaisant à cette condition initiale. 

Les coordonnées x et y étant au point de vue géométrique équi- 


valentes, nous aurons à traiter en plus de l’équation _ — f (x, y) 
aussi l'équation ns 
q dy f(x, y) 

1. Trouver des solutions coïncidentes de deux équations diffé- 
rentielles : 


a)y =ÿ +2r—a; by = —ÿ —y+2r + a + rt. 


En utilisant une condition suffisante quelconque d'’unicité, 
déterminer dans les problèmes suivants des régions dans lesquelles 
les équations données possèdent des solutions uniques: 


2. y = x? + y?. 7. y" =V1—y. 

8. y =£. 8. y IT. 

A y =y+3ÿ y. 9. y'—siny— cost. 

5. y =Vr—y. 10. y —1—ctg y. 

6. y —Vr—y—7r. 11. y'=ÿ 3x—y—1 

12. Montrer que pour l'équation y’ — | y |[/* la solution n'est 


unique en aucun point de l'axe Ox. 
13. Trouver la courbe intégrale de l'équation y’ = sin (x-y) 
passant par le point © (0, O). 


Dans les problèmes suivants, montrer que les fonctions données 
sont solutions des équations différentielles indiquées : 


14. y — = , y +y=cosx. 


15. y= Co + Te, y'+y=e. 


16. y=2+CV1—x?, (1— 22) y +ry = 27. 
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$S 2. Méthode des isoclines 
L'équation 
y' ee Î (x, y) (1) 


définit en chaque point (x, y), où il existe la fonction f (x, y), la 
valeur de y”, c’est-à-dire le coefficient angulaire de la tangente à la 
courbe intégrale en ce point. 

Si en chaque point d’un domaine D est donnée la valeur d’une 
certaine grandeur, on dit que dans le domaine D est défini le champ 
de cette grandeur. L’équation différentielle (1) définit ainsi un 
champ de directions. 

Tout triplet de nombres (x, y, y’) définit la direction d’une 
droite passant par le point (x, y). L'ensemble des segments de telles 
droites fournit l’image géométrique du champ de directions. 

Le problème d'intégration de l'équation différentielle (1) peut 
maintenant être énoncé comme suit : trouver la courbe telle que la 
tangente en chaque point ait la même direction que le champ en ce 
point. 

Le problème de construction de la courbe intégrale est souvent 
résolu à l’aide d'’isoclines. On appelle isocline le lieu géométrique 
des points en lesquels les tangentes aux courbes intégrales cherchées 
ont une seule et même direction. La famille d’isoclines de l'équation 
différentielle (1) est définie par l'équation 


f(x, y) =Rk, (2) 


où k est un paramètre. En donnant au paramètre À des valeurs numé- 
riques assez proches l’une de l’autre, on obtient un réseau d'’isoclines 
suffisamment dense à l’aide duquel on peut construire de façon 
approchée les courbes intégrales de l'équation différentielle (1). 

Remarque 1. L'isocline zéro f (x, y) — 0 fournit l'équation des 
lignes sur lesquelles peuvent se situer les points de maximum et de 
minimum des courbes intégrales. Pour améliorer la précision lors 
de la construction des courbes intégrales on trouve aussi le lieu 
géométrique des points d’inflexion. A cet effet, on calcule y” d'après 
l'équation (1): 


” Ô 0f .» () Ô 
y = LU = +f(z, y) à (3) 
et on l’annule. La ligne définie par l'équation 
Ô Ô 
+ f(e y) =0, (4) 
représente justement le lieu possible des points d'inflexion. 


Exemple 1. Construire de façon approchée, à l’aide d’isoclines, 
les courbes intégrales de l'équation différentielle y” = 2x — y. 
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Solution. Pour obtenir l'équation des isoclines, posons y = 4, 
k=—= const, alors il vient 


2x — y = k ou y = 2z —k. 
Les isoclines sont des droites parallèles. Pour 4 = 0 on obtient 


l’isocline y = 2x. Cette droite sépare le plan zOy en deux parties 
dans lesquelles Ja dérivée y’ a le même signe (fig. 6). 


Fig. 6 


En coupant la droite y = 2x, les courbes intégrales passent de 
la région de décroissance de la fonction y dans la région de crois- 
sance et inversement, ce qui signifie que sur cette droite sont situés 
des points extrémaux des courbes intégrales, à savoir des points de 
minimum. 

Prenons encore deux isoclines : 


y=2z+1,k= 1 et y = 2r — 1, k = 1. 


Les tangentes menées aux courbes intégrales en des points d'inter- 
section avec les isoclines # — —1 et 4 — 1 forment avec l'axe Oz 
les angles de 135° et 45° respectivement. Puis, calculons la dérivée 
seconde y” = 2— y — 2 — 2x + y. 

La droite y = 2x — 2 sur laquelle y” = 0 est une isocline obte- 
nue pour # = 2 et en même temps une courbe intégrale; on peut 
s'en assurer par une simple substitution dans l'équation. Puisque 
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le second membre de l’équation donnée f (x, y) = 2x — y satisfait 
aux conditions du théorème d'existence et d'’unicité dans tout le 
plan xOy, les autres courbes intégrales ne coupent pas cette isocline. 
L'isocline y = 2x sur laquelle se situent les points de minimum 
des courbes intégrales passe au-dessus de l’isocline y — 2x — 2 et, 
de ce fait, les courbes intégrales situées au-dessous de l’isocline 
y = 2x — 2 n'ont pas de points extrémaux. 

La droite y = 2x — 2 divise le plan zOy en deux are. dans 
l’une d’elles (située au-dessus de la droite) y” > 0 et donc la conca- 
vité des courbes intégrales est dirigée vers le haut alors que dans 
l’autre y” < 0 et, par suite, la concavité des courbes intégrales est 
tournée vers le bas. Les courbes intégrales ne coupent pas la droite 
y = 2x — 2 et, par conséquent, cette dernière ne constitue pas un 
lieu géométrique des points d’inflexion. Les courbes intégrales de 
l'équation donnée ne comportent pas de points d’inilexion. 

L'étude que nous venons d'effectuer permet de construire de 
façon approchée une famille de courbes intégrales de l'équation 
considérée (fig. 6). 

Exemple 2. En appliquant la méthode des isoclines, construire 
de façon approchée les courbes intégrales de l'équation différentielle 
y" = sin (x + y). 

Solution. En posant y’ — k, où k est une constante, on obtient 
l'équation des isoclines sin (x + y) = k avec —1 << k << 1. Pour 
k — 0 on obtient sin (x + y) = 0, d’où 


y = —ZT + nn (n = 0, +1, +2, . ). (5) 


Aux points d'’intersection avec les isoclines, les courbes intégrales 
ont des tangentes horizontales. 

Cherchons à établir si les courbes intégrales possèdent un extré- 
mum sur les isoclines y = —x + nn. À cet effet, calculons la dérivée 
seconde : 


= ({ + y’) cos (x + y) = [1 + sin (x + y)] cos (x + y). 
Pour y = —zx + nn on a 
y" = (1 + sin nn) cos nn —= cos nn = (—1}". 
Si nest pair, y” > 0 et donc les courbes intégrales présentent un 
minimum aux points d’intersection avec les isoclines y = —x + nn, 


n —=0, +2, +4, ..., au contraire, si n est impair, y” < 0 et les 
courbes intégrales passent par un maximum aux points d'’intersec- 


tion avec les isoclines y = —x + nn, n = +1, +3, ... Cherchons 
les isoclines 
k— —1, sin(x+y)=—1; y=—x—5+2nn, (6) 
k=1,  sin(c+y)=1;  y=—-x+-+2nn, (7) 


n=0, + 1, +2, 
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Les isoclines sont des droites parallèles ayant un coefficient angu- 
laire égal à —1, c’est-à-dire elles coupent l'axe Ozx sous un angle 


de 135°. Il est aisé de voir que les isoclines y — —zx — 5 + 2nn, 


n = 0, +1, ..., sont des courbes intégrales de l'équation diffé- 
rentielle donnée (à cet effet il suffit de porter la fonction y = —x — 


—5 + 2nn dans l'équation y’ = sin (x + y)). 


En tous les points du plan zOy le second membre de l'équation 
donnée, c'est-à-dire la fonction f(x, y) = sin (x + y) satisfait 
à toutes les conditions du théorème d'existence et d’unicité de sorte 
que les courbes intégrales n’ont pas de points communs et donc ne 


coupent pas les isoclines y = —zx — . + 2nn. Puis, la dérivée y” 


s'’annule pour 1 + sin (x + y) = 0, c’est-à-dire sur les isoclines (6) 
et pour cos (x + y) = 0, c’est-à-dire sur les isoclines (6) et (7). 
Lors du passage (de gauche à droite) par les isoclines (7) la dérivée 
y” change son signe plus en signe moins. Par exemple, si l’on consi- 
dère la bande comprise entre les isoclines y = —zx et y = —x + 1x, 


la dérivée y” = 0 sur l’isocline y = —zx + _ et y” > 0 sous cette 


isocline. Cela signifie que la concavité des courbes intégrales est 
dirigée vers le haut alors qu'au-dessus de l’isocline y” << 0 et donc 
la concavité des courbes intégrales est tournée vers le bas. Ainsi, 
les isoclines (7) forment le lieu géométrique des points d'’inflexion 
des courbes intégrales. Les résultats obtenus permettent de construire 
de façon approchée la famille de courbes intégrales de l'équation 
donnée. Pour augmenter la précision de construction il convient 
de porter encore quelques isoclines (fig. 7). 

Exemple 3. En utilisant la méthode des isoclines, construire les 
courbes intégrales de l'équation y” = y — x? +2r—2. 

Solution. Posons y” = k, où k est une constante. Alors l’équation 
des isoclines sera 


y—2 +2 —2—=Rk, ou y—=2 —22+2+k. 


Les isoclines sont des paraboles à axe de symétrie vertical x = 1. 
Parmi ces isoclines il n’y a pas de courbes intégrales. En effet, en 
portant dans l'équation donnée y = 2? — 2r + 2 + ket y — 2x — 
— 2 on aura 2r —2 = 2 — 9x +I9+k—7x + 2x — 2 ou 2r — 
— 2 = k. Or, cette égalité ne peut être identiquement vérifiée par 
rapport à x pour aucune valeur de k. 

Soit #4 — 0. Alors, aux points d'intersection avec l’isocline 
y = x° — 2x + 2 les courbes intégrales auront des tangentes hori- 
zontales. L’isocline y = x° — 2x + 2 divise le plan zOy en deux 
parties: dans l’une d'elles y’ << 0 (les solutions y décroissent) et 
dans l’autre y’ = 0 (les solutions y croissent). Puisque cette isocline 
n'est pas une courbe intégrale, elle renferme des points extrémaux 


20874 
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des courbes intégrales, à savoir la partie de la parabole y — x? — 
— 2x + 2, où x << 1, comprend les points de minimum et l’autre 
partie de cette parabole, où x > 1, comporte des points de maximum. 
La courbe intégrale passant par le point (1; 1), c'est-à-dire par le 
sommet de la parabole y — x? — 2x + 2, ne présente aucun extré- 
mum en ce point. En des points des isoclines y = 2°? — 2x + 3 (k — 
= À) et y — 2° — 2x + 1 (k — —1) les tangentes aux courbes 


<e \ N 
. À “ 
SX : S SES 
ENS 
as EN K Ÿ D 
AS A es Ÿ 
É Ed ES Lo É 
Fig. 7 


intégrales ont des coefficients angulaires égaux respectivement 
à 4 et —1. 

Pour déterminer le sens de la concavité des courbes intégrales, 
prenons la dérivée seconde 


"= y —9r+2—=y— 2 + 07 — 2 — 907 +2 = y — 2. 


Elle ne s’annule qu’en des points situés sur la parabole y = 2°. 
Dans le plan xOy, la concavité des courbes intégrales est dirigée 
vers le bas (y” << 0) en des points dont les coordonnées satisfont à la 
condition y << x? et vers le haut (y” >> 0) en des points où y > r*. 
Les points d'’intersection des courbes intégrales avec la parabole 
y = zx? sont des points d'’inflexion de ces courbes. Ainsi là parabole 
y — x? est le lieu géométrique des points d'’inflexion des courbes 
intégrales. D. | EUR 
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Le second membre de l'équation initiale f (x, y) = y — x° + 
+ 2x — 2 satisfaisant en tous les points du plan xOy aux conditions 
du théorème d'existence et d’unicité, il ne passe donc par chaque 
point du plan que l'unique courbe intégrale de l'équation. 

En partant des résultats obtenus, on construit de façon approchée 
une famille de courbes intégrales de l'équation donnée (fig. 8). 


\ 


, Fig. 8 


Remarque 2. Les points d’intersection de deux ou plusieurs 
isoclines peuvent représenter des points singuliers de l'équation 
différentielle (1), c'est-à-dire des points eñ lesquels le second membre 
de l’équation (1) n’est pas défini. | + 

Considérons l'équation y’ = y/x. La famille d’isoclines est défi- 
nie par l'équation y/x = k. C'est une famille de droites passant par 
l'origine des coordonnées de sorte qu’à l’origine de coordonnées se 
croisent des isoclines correspondant à des différentes pentes des 
tangentes aux courbes'intégrales. Îl est facile d'établir que la solu- 
tion générale de l'équation donnée est de la forme y = Czx et que 
2% 
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le point (0, 0) est un point singulier de l'équation différentielle. 
Ici, les isoclines sont des courbes intégrales de l'équation (fig. 9). 
Exemple 4. En appliquant la méthode des isoclines, construire 


: dy _y—7x 
les courbes intégrales de l'équation + — ee 


ar En posant y’ — k, k—const, on obtient l'équation des 


isoclines © TE — k. Ainsi, les isoclines sont des droites passant par 


l'origine des coordonnées © (0, 0). 

Pour À — —1 on obtient l’isocline y — 0; pour 4 = 0, l’isocline 
y = zx et pour 4 — 1, l'isocline x = 0. 

En considérant ne: « renversée » 


_ y+z 
= y— x? 
on trouve l'isocline y — —zx pour laquelle les courbes intégrales 


ont en tous les points des tangentes verticales. 


Fig. 9 Fig. 10 


Au point (0, O0) toutes les isoclines de cette équation se coupent 
(point singulier de l'équation). 

En utilisant les isoclines obtenues, on construit les courbes 
intégrales (fig. 10). 

17. Trouver l'angle « que font au point M (2, 1) les courbes 
intégrales des équations y = x + y et y —zx—1y. 

18. Les courbes intégrales de l'équation y’ = 21° + y° + 1 sous 
quel angle « coupent-elles l’axe Oz au point O (0, 0)? 

19. Trouver les points extrémaux des courbes intégrales de 
l'équation y = x + 1. 

20. Trouver les points d'inflexion des courbes intégrales de 
l'équation y = y — r°. 
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En appliquant la méthode des isoclines, construire les courbes 
intégrales des équations différentielles suivantes: 


5 r_y+1 
21. y —z+1. 31. U Ted: 
pr r__TTYy 
22. y = TZ + y. 32. y mer 
23. y =y—x. 33. y —1— 7x. | 
24. y = (z—2y+3) 34. y =25—y. | 
25. y —=(y—1}2. 35. y = +. 
26. y —=(y—1)x. 36. p — — y/x. 
27. y —=z?— y2. 37. y —1. 
28. y —cos(r—y). 38. y —=1/x. 
29. y = y—x?. 39. y'—y. 
30. y = 22+27— y. 40. y’ = y2. 


$ 3. Méthode des approximations successives 


Soit à chercher la solution y = y (x) d’une équation différentielle 


y =i(s y) (1) 
qui satisfait à la condition initiale : 
Y |x=xe = Vo: (2) 


Nous supposons que dans un certain rectangle 
D'{Iz—z1|<a, | y — yo | < b} 


de centre au point (xs, yo) l'équation (1) satisfait aux conditions 
a) et b) du théorème d'existence et d’unicité de la solution du pro- 
blème (1)-(2) (v. page 8). 
La solution du problème (1)-(2) peut être trouvée par la méthode 
dite des approximations successives qui peut se résumer Comme suit. 
Construisons une suite {y, (x)} de fonctions définies par les 
relations récurrentes 


Yn (#)=vo+ (fl una@idt, n=1,92,... (3) 


Xo 


Pour approximation d'ordre zéro y, (x) on peut prendre toute fonc- 
tion continue au voisinage du point x = zx, et en particulier y, (x) = 
= y, qui est la condition initiale du problème de Cauchy (2). On 
peut démontrer que sous les hypothèses faites sur l'équation (1) les 
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approximations successives {y, (x)} convergent vers la solution 
exacte de l'équation (1) satisfaisant à la condition (2) dans un certain 
intervalle 0 —h <z<zx, +h, où 


h = min (a, 7) , M=— 


max |f(x,y)|. (4) 
(x, y)ED 

L'évaluation de l'erreur obtenue lorsque la solution exacte y (x) 
est remplacée par l’approximation d'ordre nr y, (x) est donnée par 
l'inégalité 

MNr-1 


n | 


| y (T)—Yn (x) ES 


k?, ©) 

où V— max si 

(x, yyeD! °ÿ 

En appliquant la méthode des approximations successives il con- 

vient de s'arrêter sur un n tel que | Yh+1 — Yn | ne dépasse pas l’er- 
reur admissible. 

Exemple 1. Trouver par approximations successives la solution 


de l'équation D. = y qui satisfait à la condition initiale y (0) = 1. 


Solution. Il est évident que les conditions du théorème d'existence 
et d’unicité de la solution du problème de Cauchy sont satisfaites 
pour cette équation dans tout le plan xOy. Construisons la suite de 
fonctions {y, (x)} définies par les relations (3), en prenant pour 
approximation d'ordre zéro yo (x) = 1: 


Y(r) = Î, 


ns) =1+ [y ()dt=1+2, 
(1) 

p(a)=1+ [uta=t+ | (+) dmtitrte, 
0 

ys(z) = 1 + 


12 z3 z$ 
Yo (6) dt = 1 + (1+1+5) dd=i+r+s.+, 


CC, H 
OR © 


et en général, 


Un (2)= 14 | yns (0) = 14 STE HE 


0 
Il est clair que y, (x) — e* lorsque 7 — oo. Une vérification 


directe montre que la fonction y (x) = e* résout le problème de 
Cauchy posé. 
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Exemple 2. Trouver par approximations successives une solution 
approchée de l'équation y” = x? + y? qui satisfait à la condition 
initiale y |:=0 — 0 dans un rectangle 1<zr< 1, 1 <y<i. 

Solution. On a |f(x, y) | = x° + y < 2, c'est-à-dire M = 2. 
Prenons pour x le plus petit des nombres a — 1, b/M = 1/2, c'est-à- 
dire hk — 1/2. Suivant @), les approximations successives converge- 


ront dans l'intervalle — A Re TL . Composons-les : 
Vo (x) = 0, 
® 3 
n(a)= | (2+ vi) d=+, 
) 
® - 6 3 7 
n= (te+y@ia- | (2+5)d=5+e, 
0 0 
" ® 9/10 14 
nG)= (etat (e+5+ +) = 
” ) 


9x11 z15 


on EE T+$ 63 +20 2079 À 50558 - 


L'erreur absolue de l’approximation du troisième ordre ne dépasse 
pas la valeur 


2 
(vis (s) 2e. 
ii, N— LAS _ 
Ici, N = max | à = max | 2y | = 2. 


Remarque. La fonction f (x, y) doit satisfaire à toutes les condi- 
tions du théorème d'existence et d’unicité de la solution du problème 
de Cauchy. 

L'exemple qui suit [2] montre que la continuité de la fonction 
f (x, y) ne suffit pas à elle seule pour que les approximations succes- 
sives soient convergentes. 

Soit donnée une fonction f (x, y) définie comme suit : 


O0 pour z=0, — 00 LyL+oo, 
2x pour Ori, —o<y<0, 


f(x, y) = 2 — 4 pour 0<z<1, OL y< r?, 


— 2x pour 0<zr<1, x? L'y L+ 00. 


Sur l'ensemble 0 & zx < 1, —00 << y << + ©, la fonction f (x, y) 
est continue et bornée | par une constante M = 2. Pour le point 
initial (x, y) — (0, 0), les approximations successives pour 0 < z < 
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< 1 sont de la forme 
Uo (x) = 0, 


ni (2) = | f(& vo(r)) dz= 7°, 
0 


x x 


3 
pa(a)= (f(e a de À (25%) de 22, 
0 0 
et en général, 
Yan1(t)=2,  Yen(r)=—-2, n=1,2, 
C'est pourquoi quel que soit zx -£0, la suite {y, (x)} n’a pas de 
limite, c'est-à-dire que les approximations successives ne convergent 


pas. Remarquons aussi qu'aucune des sous-suites convergentes 
{Yen-1 (&)} et {Yen (x)} ne converge vers la solution car 


Yon—1 (x) — 2x 7] (x, T°) — —2z, 
Yon (x) = —2x f(x, —1°) = 27. 

Dans le cas où les approximations successives convergent, il 
se peut que la solution obtenue ne soit pas unique comme le montre 
l'exemple suivant: y” = y!/5. 

Donnons-nous une condition initiale y (0) = 0; alors 


y(e)= | pt (6) à. 
0 


En prenant pour l’approximation d'ordre zéro y, la fonction y, (x) = 
= 0, on aura 

Yi (&) = 0, H)=d,i:s ho =bd,sies 
si bien que toutes les approximations successives sont nulles et, de 
ce fait, elles convergent vers une fonction identiquement nulle. 


8/2 
D'autre part, la fonction y (x) = (*) l est aussi solution du pro- 


blème considéré, existant sur la demi-droite x > 0. 
Dans les problèmes suivants, trouver les trois premières approxi- 
mations : 


&1. y'—z12—y?, y |x=-1 = 0. 
42. y =x+u?, y |x=0 = 0. 
43. y =xz+uy, U |x=0 = 1. 


44. y = 2y— 212 —3, Y |x=0 = . 
45, zy —22z— y, Y |x=1 = 2. 
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$ 4. Equations à variables séparables 
et équations s'y ramenant 


Une équation différentielle de la forme © (y) dy = f (x) dx 
s'appelle équation à variables séparées. 
Une équation de la forme 


P1 (2) Y1 (y) dt = pa (x) V2 (y) dy, 


dans laquelle les coefficients des différentielles sont des facteurs 
dépendant de la seule variable x et de la seule variable y est dite 
à variables séparables. 

En divisant une telle équation par le produit , (y) 2 (x) on 
la ramène à une équation à variables séparées : 


Pi (x) __ Ÿ: (y) 
Pa Ge) D Qu) 09 
L'intégrale générale de cette équation est de la forme 
P1 (x) Ye (y) _ 
rer | dec. 


Remarque. La division par Ÿÿ1 (y) pe (x) peut provoquer la perte 
de solutions particulières qui annulent le produit ÿ (y) po (x). @- 
Une équation différentielle de la forme 


f(az+by+c), 


où a, b et c sont des constantes, se ramène par le changement de 
variables z = ax + by + c à une équation à variables séparables. 


« 


Exemple 1. Soit à résoudre l'équation 
3e” tg y dr + (2 — e*) sec? y dy = 0. 
Solution. Divisons les deux membres de l'équation par le produit. 
tg y:(2 —e”), il vient 


3ex dz sec®ydy 0 
2— ex tgy __ ” 


Nous avons obtenu une équation à variables séparées. En l’intégrant, 
on trouve 


—3 In|[2—e*|+In |tgy | = Ci. 
L'exponentiation donne 


| tgy | 


tel ec 
[2er ps — 87 


tg y 
ou Tr 
d’où 


8 y 
B— es — À sé, 
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En désignant +eCi = C, on aura 


Tr nl ou tgy—C(2—e*) =0. 


Nous avons obtenu l'intégrale générale de l'équation donnée. 

En divisant par le produit tg y-(2 — e*), on supposait qu'aucun 
multiplicateur ne s’annulait. En annulant chacun des multiplica- 
teurs on obtient respectivement 


y = kn (k = 0, +1, +2, ...), z = In 2. 


Une substitution directe dans l'équation initiale montre que 
y = kn et x = In 2 sont solutions de cette équation. Ces solutions 
peuvent être obtenues formellement à partir de l'intégrale générale 
pour € = 0 et C = oc. Cette dernière circonstance signifie que la 
constante C est remplacée par 1/C;, après quoi l'intégrale générale 
prend la forme 


te y—-(2—e)=0, ou Cotgy—(2—e*) = 0. 


En posant dans la dernière égalité C>: = 0, ce qui correspond à 
€ — oo, on aura (2 — e*)* — 0, d’où on obtient une solution x = In 2 
de l'équation initiale. Ainsi, la fonction y = kn, k = 0, +1, 2, … 
et x = 1n 2 sont des solutions particulières de l'équation donnée. 
La réponse définitive sera donc 


tgy—C(2—e*) = 0. 
Exemple 2. Trouver une solution particulière de l'équation 
(+ e*) yy° = e° 


qui satisfait à la condition initiale y [ko = 1. 
Solution. On a 


A+e)y Her. 
En séparant les variables, on obtient 
y dy= ee 
En intégrant, on trouve l'intégrale générale 
4 = In (14e) + C. (1) 
ÆEn posant dans (1) x = 0 et y = 1 on aura 
4/2 = In2 + C, d'où C = 1/2 — In 2. 
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En portant dans (1) la valeur trouvée de C on obtient une solu- 
tion particulière 


pi+in(it#), d'où y= + 1+n (HS). 


Puisque de la condition initiale il résulte que y > 0 (y 10 = 1 > 
> 0), prenons le signe plus devant le radical. Ainsi, la solution 
particulière cherchée est 


ei 
Exemple 3. Trouver les solutions particulières de l'équation 
y sinz —ylny 
qui satisfont aux conditions initiales : 
a) Ylx=x2=e; D) Y|x=n2 = 1. 
Solution. On a 


dy . …. 
 Sinz=ylny. 


Séparons les variables, il vient 
dy dx 


yiny  sinzx 
En intégrant, on trouve l'intégrale générale 
In|linyl| =n|tgs|+mc. 
L'exponentiation donne 


z C-te- 
Iny=C'tg—, ou y=e 2, 


ce qui est la solution générale de l'équation initiale. 
CtgT . 
a) Posons z—x/2, y =e, alors e—e ; “, d’où C—1. La solu- 


, M ; te 
tion particulière cherchée est y —e #2; 
b) en posant dans la solution générale T=—, y—1, on aura 


T 
1 Pr , d’où C=—0. La solution particulière cherchée est y = 1. 
Remarquons que lors de l'obtention de la solution générale la 
constante C était placée sous le signe logarithme et donc C = 0 
doit être considérée comme une valeur limite. Cette solution particu- 
lière y = 1 figure parmi les zéros du produit y In y sin x par lequel 
nous avons divisé les deux membres de l'équation donnée. 
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Exemple 4. Trouver l'équation d'une courbe passant par le 
point (0, —2) et telle que la pente de la tangente en chaque point 
soit égale à l’ordonnée de ce point augmentée de 3 unités. 

Solution. En partant de la signification géométrique de la dérivée 
première, on obtient l'équation différentielle de la famille de courbes 


D] 


qui satisfont à la condition énoncée dans le problème, à savoir 
dy 
ds —V +8. 


En séparant les variables et en intégrant, on obtient la solution 
générale 


y = Ce — 3. (2) 


Puisque la courbe cherchée doit passer par le point (0, —2), c'est-à- 
dire y |x=0 = —2, on déduit de (2) pour z = 0 que —2 = C — 3, 
d'où C — 1. La courbe cherchée sera 

& définie par l'équation 


y = 6" — 3. 


Exemple 5. Trouver la courbe telle 

è P que la longueur de son arc compris entre 

deux points quelconques P et Q soit 

Fig. 11 proportionnelle à la différence des distan- 

ces des points P et Q à un point fixe O. 

Solution. Si l’on fixe le point P, la variation de l'arc QP sera 

proportionnelle à la différence entre OQ et la constante OP. Intro- 

duisons des coordonnées polaires en prenant le point O pour pôle 

et OP pour axe polaire (fig. 11). La différentielle d’un arc de courbe 
en coordonnées polaires est 


(ds)? = (dr)? + (r dg}°. 
On en tire pour le problème considéré 
2 (dr)? = (dr)2+ (r dp}?, où dp= V1 1%, 


En intégrant, on trouve r — Ce (une spirale logarithmique). 
Exemple 6. Admettons que la vitesse de dissolution isotherme 
(à température constante) d’un corps solide dans un liquide soit 
proportionnelle à la quantité de cette substance pouvant encore 
se dissoudre dans le liquide jusqu’à la saturation de ce dernier (on 
suppose qu'entre le solvant et le soluté il n’y a pas de réaction 
chimique et que la solution est loin d’être saturée, sinon la vitesse 
de dissolution ne suit pas une loi linéaire). Déterminer la variation 
en fonction du temps de la quantité de la substance dissoute. 
Solution. Soient P la quantité de la substance assurant la satu- 
ration de la solution et x la quantité de la substance déjà dissoute. 
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Alors on peut écrire l’équation différentielle 


où Æ est un coefficient de proportionnalité connu par expérience et 
t, le temps. En séparant les variables, on trouve 


dz 
5; =kdi. 
En intégrant, on obtient 
Infzx—P|—-InC—kt, d'où z=P+Cer"t, 


À l'instant initial & — O0 on a x = O0 et donc C = —P, si bien 

qu'en définitive on a 
z = P (1 —e"). 

Exemple 7. Un récipient de forme cylindrique de volume V, 
est rempli d'air atmosphérique qui est comprimé adiabatiquement 
(sans échange de chaleur avec le milieu ambiant) jusqu'à un volume 
V.. Calculer le travail de compression. 


Solution. On sait qu’une transformation adiabatique se décrit 
par l’équation de Poisson 


P/Po = (Vo/V}, (3) 


où V, est le volume initial du gaz; po, la pression initiale du gaz; 
k, une constante caractéristique du gaz donné. Désignons par V 
et p respectivement le volume et la pression du gaz à l'instant où 
le piston se trouvait à une hauteur h, et par S, la surface du piston. 
Alors la descente du piston d’une quantité dh provoquera une dimi- 
oution du volume de gaz d’une quantité dV = S dh. Le travail 
produit par le déplacement du piston sera 


dW = —pS dh, ou dW = —p dy. (4) 
En portant dans (4) la valeur de p tirée de (3) on obtient l'équation 
différentielle de cette transformation 
aw = — Poe qy. 
vh 


L'intégration de cette équation donnera 


dv _ PoVé 
VR (k— 1) VR-1 
En utilisant la condition initiale W [|y=v, — 0, ôn tire de (5) 
C = —poVo/(k — 1). 


W = — poVs +HC,  kæi. (5) 
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Ainsi, le travail de compression adiabatique (de V, à V) aura pour 
expression 


wa pe (H) a] 


Pour V = V, on obtient 


mit (re) 41}: 


Exemple 8. Trouver une solution de l'équation 


1° sin y:y = 2 (6) 


à Û 


qui satisfait à la condition 
y —+ . pour æz—> co. (7) 
Solution. En séparant les variables et en intégrant, on trouve 
l'intégrale générale de l'équation (6): 


cosy=+C. 


La condition (7) donne cos F = C, c'est-à-dire Ü = 0, de sorte que 


l'intégrale particulière sera de la forme cos y = 1/z°. A cette intégra- 
le correspond une infinité de solutions particulières de la forme 


1 
y = + arccos—;> + 2nn, n =0, Ê- 1, 2; (8) 


Parmi ces solutions il n’y a qu’une seule qui satisfasse à la condi- 
tion (7). Cherchons cette solution en passant à la limite pour z — oo 
dans l'égalité (8): nn 


as 
2 


= +arccos0+2nn, où += + ++ 2rn, 
1 1 . 
S=+5+2n (9) 


Il est facile d'établir que l’équation (9) possède deux racines; nr = 0 
et n — {1/2 dont la seconde nr — 1/2 correspondant au signe moins 
de arccos _ ne convient pas (x doit être un nombre entier ou nul). 
Ainsi, la solution particulière cherchée de l'équation (6) sera 


1 
y = arccos 25° 
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Intégrer les équations suivantes: 
46. (1 + y?) dx + (1 + x2) dy = 0. 
47. (1+ y?) dr + xy dy — 0. 


48. y 'sinx—ycosz=0, y| — 1. 


ELA 
TT 
49. (1 + y?) dr = x dy. 

50. zVT+y+yy VT+z=0. 
51. xV1—ydr+yV1—zxdy=0, y [2-0 = 1. 
92. eV(1+y')=1. 

93. ylnydr+rdy=0, y|:=1—=1. 

04. y'—=a""" (a>0,ali). 

59. e? (1 + x?) dy — 2x (1 +-e!) dr = 0. 


56. 2x V1—y2= y" (1+ 72). 

57. e” sin y +(1-+e2*) cos y-y" —0. 

58. y?sin x dr + cos? x 1n y dy — 0. 

59. y'=sin(r—}y). 

60. y —ax+by+c (a, b, c— const). 
61. (x+y?)y'—=a2. 

62. y+zy =a(l+zy), y| _1=—a. 


a 


63. (a2+ y?) dx+ 2x Vax— x? dy =0, y |x=a = 0. 
64. y+sin(z—y)=sin(r+y), y |a=n= 5. 


65. Trouver la courbe qui passe par le point (0, —2) et telle 
que le coefficient angulaire de la tangente en chaque point soit égal 
à trois fois l’ordonnée de ce point. 

66. Trouver une courbe pour laquelle l’aire Q de la surface 
comprise entre cette courbe, l’axe Oz et les deux ordonnées X = 0, 
X = x est une fonction donnée de y:Q = a° In (y/a). 

67. Un point matériel de masse 1 g est animé d’un mouvement 
rectiligne sous l’action d’une force directement proportionnelle au 
temps compté depuis l'instant t = 0 et inversement proportionnelle 
à la vitesse de déplacement du point. A l'instant £ = 10 s la vitesse 
était égale à 50 cm/s et la force à 4 dynes. Quelle sera la vitesse du 
point au bout d'une minute après le commencement du mouvement ? 

. 68. Démontrer que la courbe telle que toutes ses normales HASeRe 
par .un point fixé est une circonférence. 
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69. Une balle pénètre dans une planche d'épaisseur k = 10 cm 
avec une vitesse vo — 200 m/s et, l'ayant traversée, en sort avec 
une vitesse v, — 80 m/s. En admettant que la force de résistance que 
la planche oppose au mouvement de la balle est proportionnelle au 
carré de la vitesse de mouvement, déterminer le temps mis par la 
balle pour traverser la planche. 

70. Un navire ralentit son mouvement sous l’action de la force 
de résistance de l’eau qui est proportionnelle à sa vitesse. La vitesse 
du navire est égale à 10 m/s à l'instant initial et à 8 m/s au bout 
de 5 s. Quand la vitesse s’abaissera-t-elle à 14 m/s? 

71. Démontrer que la courbe dont le coeïficient angulaire est 
en tout point proportionnel à l’abscisse du point de contact est une 
parabole. 

72. D'après la loi de Newton la vitesse de refroidissement d’un 
corps placé dans l’air est proportionnelle à la différence entre la 
température T du corps et la température T, de l'air ambiant. 
Sachant que la température de l’air est égale à 20 °C et que durant 
20 mn le corps se refroidit de 100 à 60°, calculer le temps au bout 
duquel la température du corps s’abaissera à 30°. 

73. Trouver la courbe telle que le coeîfficient angulaire de la 
tangente en un point quelconque soit égal à x fois le coefficient 
angulaire de la droite reliant ce point à l’origine des coordonnées. 

74. Déterminer le trajet S parcouru par un corps pendant le 
temps ? sachant que sa vitesse est proportionnelle au trajet parcouru 
et que le corps parcourt 100 m en 10 s et 200 m en 155. 

75. Le fond d’un réservoir ayant une capacité de 300 litres est 
recouvert de sel. En admettant que la vitesse de dissolution du sel 
est proportionnelle à la différence entre la concentration à l'instant 
donné et la concentration de la solution saturée (1 kg de sel par 3 1 
d’eau) et qu’une quantité donnée d’eau pure dissout 1/3 kg de sel 
en une minute, calculer la quantité de sel que contiendra la solution 
au bout de 1 h. 

76. Une certaine quantité de substance indissoluble contient 
dans ses pores 10 kg de sel. En la soumettant à l’action de 90 1 d’eau 
on a constaté que durant 4 h la moitié du sel est passée dans la 
solution. Quelle quantité de sel serait dissoute pendant le même 
temps si la quantité d’eau était doublée? La vitesse de dissolution 
est proportionnelle à la quantité de sel non dissout et à la diffé- 
rence entre la concentration de la solution à l'instant donné et la 
concentration de la solution saturée (1 kg de sel par 3 1 d’eau). 

77. Trouver la courbe telle que le tronçon de tangente à cette 
courbe compris entre les axes de coordonnées se divise en deux 
parties égales au point de contact. 

78. Une certaine quantité de substance contenant 3 kg d'humi- 
dité est placée dans une pièce de 100 m° de volume dont l'air se 
caractérise par un taux d'humidité égal à 25 %. À la même tempé- 
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rature, l'air saturé contient 0,12 kg d'humidité par 1 m°. Sachant 
qu’au cours des premières 24 heures la substance a perdu la moitié 
de son humidité, calculer la quantité d'humidité qu’elle conservera 
au bout de 24 heures suivantes. 


Indication. L’humidité contenue dans une substance poreuse 
s'évapore dans le milieu ambiant avec une vitesse proportionnelle 
à la quantité d'humidité contenue dans la substance donnée ainsi 
qu’à la différence de taux d'humidité de l'air ambiant et de l’air 
saturé. 


79. Une certaine quantité de substance indissoluble contenant 
dans ses pores 2 kg de sel est soumise à l’action de 30 1 d’eau. Au bout 
de © mn, 1 kg de sel passe en solution. Au bout de quel temps seront 
dissous 99 % de la quantité initiale du sel? 


80. Soit une muraille épaisse de 30 cm. Trouver la variation 
de la température en fonction de la distance du point à la surface 
extérieure de la muraille sachant que la température est égale à 20° 
sur la surface intérieure et à 0° sur la surface extérieure de la muraille. 
Calculer aussi la quantité de chaleur que la muraille cède (par 1 cm*) 
au milieu ambiant pendant 24 heures. 


Tndication. D'après la loi de Newton, la vitesse Q avec laquelle 
la chaleur se propage à travers un élément de surface À perpendicu- 


laire à l'axe Ox est donnée par Q = —KS T , où k est le coefficient 


de conductibilité thermique de la substance donnée (4 = 0,0015); 
T, la température; #, le temps; S, l’aire de la surface À. 


81. Montrer que pour la condition initiale y |[;=0 = 0 l'équation 
= _ admet une infinité de solutions de la forme y = Czx. Pour la 
condition initiale y |[x=0 = Yo >< O0 la même équation n’a aucune 
solution. Construire les courbes intégrales. 


82. Montrer que le problème Ÿ = y%, y |x=0 = 0, possède au 
moins deux solutions pour 0 << à << 1 et une solution. pour & = 1. 


Construire les courbes intégrales pour &« = 1/2, 1. 


83. Trouver une solution de l'équation _ = y|Iny{, « > 0, 
qui satisfait à la condition initiale y |;-9 = 0. Ce problème pour 


quelles valeurs de & a-t-il l'unique solution? 


84. Montrer que les tangentes à toutes les courbes intégrales 
de l'équation différentielle y’ + y tg x = x tg x + 1 en les points 
de leur intersection avec l’axe Oy sont parallèles. Déterminer l'angle 
sous lequel les courbes intégrales coupent l’axe Oy. 


3—0874 
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Intégrer les équations suivantes: 

85. cos y” = 0. 88. In y = x. 90. et” = z. 

86. ev° = 1. 89. tg y’ = 0. 91. tg y’ = x. 

87. sin y’ = x. 

Dans les problèmes suivants, trouver des solutions des équations 
qui satisfont aux conditions indiquées : 


92. x2y'cosy+1—=0, y + TH, x—>—+ 00. 


93. x?y" + cos 2y = 1, y a, TZ —> + 00. 

94. x°y —siny=1, y—57n, z— 00, 

95. (1 + x?) y'— 7 cos 2y=0, y TZ —>— 00 
96. e7 — eily" +1, y est borné pour z—>+ 00. 


97. (z+1)y'—=y—1, y est borné pour x—>+ 00. 
98. y —2r(n+ y), y est borné pour z—+ 0. 


99. x2y” + sin 2y= 1, y, TZ —> + 00. 


$ 5. Equations homogènes 
et équations s’y ramenant 


1°. Equations homogènes. Une fonction f (x, y) s'appelle fonction 
homogène de ses arguments, de degré ne, si elle vérifie l'identité 
J (x, ty) = dj (x, y). 

Par exemple, la fonction f (x, y) = x° + y* — xy est une fonc- 
tion homogène du deuxième degré car f (tx, ty) — (tx)° + (ty}° 
— (éx) (y) = É (+ y — 2y) = ET (x, y 

Pour n —=0ona Lu jonction de degré zéro. Par exemple la 


fonction f(x, y) = PH est une fonction homogène de degré zéro 


car 


A 


_ ur 12 HE 7) = Hs — f(x, y). 


Une équation différentielle de la forme — f (x, y) est dite 


homogène par rapport à x et y lorsque la fonction f (x, y) est une 
fonction homogène de ses arguments de degré zéro. Une équation 
homogène peut se mettre toujours sous la forme 


=p(i). (1) 
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En introduisant une nouvelle fonction inconnue uw = y/x on peut 
ramener l'équation (1) à une équation à variables séparables : 


d 
x = p(u)—u. 


Si u = u, est racine de l’équation œ (u) — u = 0, la solution 
de l’équation homogène sera u = u, ou y = ut (une droite passant 
par l'origine des coordonnées). 

Remarque. Pour résoudre les équations homogènes il n’est pas 
obligatoire de les ramener à la forme (1). On peut effectuer directe- 
ment la substitution y = ux. 

Exemple 1. Résoudre l'équation xy’ = V2? — y? + y. 

Solution. Mettons cette équation sous la forme 


r u\2, y 
“= ii) +E, 
de manière qu'elle devient homogène par rapport à x et y. Posons 


u = y/x où y = ux. Alors, y = zu’ + u. En portant les expres- 
sions de y et y’ dans l'équation, on obtient 


du 


x —— = 1—u?. 
dz 
Séparons les variables 
du _dz 
Vu 2° 


Intégrons, il vient 

arcsnu=ln|z|+linC,(C, > 0) ou arcsinu=Inc,lz|. 
En tenant compte du fait que C, |z | = ÆC;,x et en désignant 
+C, = C,on obtient arcsin u = In Cx,où | In Cr | < r/2oue-7/2< 
<Cz<e%?. En remplaçant u par y/x, on aura l'intégrale générale 

arcsin = In Czx. 
On en tire la solution générale: y = zx sin In Cx. 

En séparant les variables nous avons divisé les deux membres 
de l'équation par le produit x | 1 — uw? et donc nous avons pu 
perdre des solutions qui annulent ce produit. 

Posons maintenant x = Oet W1—u? = 0. Mais x — 0 en raison 
de la substitution u = y/x et de la relation V1 — u? = 0 il résulte 
que 1 —#£ = 0, d'où y zx. Par une vérification directe on 
s'assure que les fonctions y = —x et y = x sont aussi solutions de 
l'équation donnée. 

Exemple 2. Considérer la famille de courbes intégrales C, de 
l'équation homogène 

y = p(y/x). (2) 
3* 
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Montrer qu’en des points homologues *) les tangentes aux courbes 
définies par l'équation homogène (2) sont parallèles. 
Solution. De par la définition même des points homologues on 
a _ = #1 si bien qu’en raison de l'équation (2) 
T1 ñ : 
y — UPE 
où y’ et y, sont des coefficients angulaires des tangentes aux courbes 
intégrales C, et Caçaux points M et M, respectivement (fig. 12). 
Intégrer les équations suivantes: 


É 100. xy = y + x cos? Z_. 

101. (z— y) dx + x dy — 0. 

102. xy—y(iny—Inx). 

103. x? dy = (y2— xy + x?) dx. 

104. zy = y+V y2—x2. 

105. 2x2y° = x2 + y?. 

106. (4x — 3y) dr + (2y—3x) dy = 


0 T z, I = _f 
Fig. 12 107. (y — x) dx + (y + x) dy =0. 


2°, Equations se ramenant aux équations homogènes. 
A. Considérons une équation différentielle de la forme 


dy ax+by+c 
Fier (3) 


où a, D, C, 4x, b1, C, sont des constantes et f (u) est une fonction 
continue de son argument u. 

Si c = c, = 0, l’équation (3) est homogène et peut donc être 
intégrée comme il est indiqué plus haut. 

Lorsque l’un au moins des nombres c, c, est différent de zéro, 
il convient de distinguer deux cas. 


1) Le determinant À — 
ai D: 
En introduisant les nouvelles variables £ et n définies par les for- 
mules r=ËE+h, y = n + k, où k et À sont pour l'instant des 
constantes indéterminées, on ramène l'équation (3) à la forme 


dn — j aë+bn+ah+bk+e ) 
= nenrer nn 


*) Nous appellerons points homologues ceux des points des courbes C, 
qui se situent sur un même rayon issu de l’origine des coordonnées. 
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En choisissant k et À comme solution du système d'équations linéaires 


ah + bik+c, =0 Sa (@ 


on obtient une équation homogène 
= (ET) 
dé a6+bin/ ” 


En recherchant son intégrale générale et en y remplaçant £ par 
z—het n par y — k, on obtient l'intégrale générale de l’équation 
(3). 

b 


2) Le déterminant A — : = 0. 


Î 1 
Dans le cas général le système (4) n’a pas de solutions de sorte que 
la méthode exposée plus haut n’est pas applicable ; dans ce cas : = 


+ — À et par suite l'équation (2) prend la forme 
dy ( az+by<+c ) 
TVA (ar+by)+c /° 


La substitution z = ax + by ramène cette équation à une équation 
à variables séparables. 
Exemple 3. Résoudre l'équation 


(x + y — 2) dr + (x — y + 4) dy = 0. (5) 


Solution. Considérons un système d'équations algébriques linéai- 
res 


: —y+4=0. 
Le déterminant de ce système est 
{ 1 
A = en —2 #0. 
Le système admet une solution unique x, = —1, ys—=3. Faisons le 
changement de variables x = Ë — 1, y = n + 3. L'’équation (5) 
devient 
(E + n) dé + (E — n) dn = 0. (6) 


L'équation (6) est homogène. En posant n = u£, on obtient 


(BE + En) dé + (E — Eu) (E du + u dé) = 0, 


d’où 
(4 + 2u — u?) dé + E (1 — u) du = 0. 
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Séparons les variables, 


Intégrons, il vient 


InfË+5infi+2u—u?|=InC, ou E(1+2u—u)=C. 
Revenons aux variables x, y: 


y—3 _ (y—3} | 
(+12 [142 ES ]= ci 


ou encore 
2? + Dry — y? — 4x + 8y = C(C = C; + 14). 
None Résoudre l'équation (x + y + 1) dx + (2x + 2y — 
— 1) dy = 0. 
Solution. Le système d'équations algébriques linéaires 
z+y +1—=0, 
2x+2y—1—=0 
est incompatible. Dans ce cas la méthode utilisée dans l'exemple 
précédent ne peut pas s'appliquer. Pour intégrer cette équation, 


effectuons la substitution x + y = z, dy = dz — dr. L'’équation 
prend la forme 


(2— 2) dx + (2z—1) dz=0. 
En séparant les variables, on obtient 


dr— #7 d7=0, d'où r—22—31nz— 2] =C. 


En revenant aux variables x, y, on obtient l'intégrale générale de 
l'équation donnée x + 2y + 3In|z+y—2|=C 


Résoudre les équations suivantes: 

108. +y—2+(1—zx)y = 0. 

109. (3y — 7x + 7) dx — (3x — 7y — 3) dy = 0. 
110. (x + y — 2) dx + (x — y + 4) dy = 0. 
411. (x + y) de + (x — y — 2) dy = 0. 

112. 2x + 3y — 5 + (3x + 2y — 5) y = 0. 
113. 8x + 4y + 1 + (4x + 2y +1) y" = 0. 
114. (x — 2y — 1) dx + (3x — 6y + 2) dy = 0. 
415. (x + y) dx + (x + y — 1) dy = 0. 


B. Parfois une équation peut être ramenée à une équation homo- 
gène par le changement de variable y=z. On peut le faire dans 
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le cas où tous les termes figurant dans l'équation sont de même 
degré, en attribuant à la variable x le degré 1, à la variable y le 


degré « et à la dérivée SL le degré à — 1. 
Exemple 5. Résoudre l’équation 
(x°?y? — 1) dy + 2xy° dx = 0. (7) 


Solution. Effectuons la substitution y = =, dy = az-1 dz, où @& 
est pour l'instant un nombre arbitraire que nous choisirons plus 
tard. En portant dans l'équation les expressions de y et de dy, on 
obtient 

(x2z28— 1) az@-1 dz+ 2xz3% dr = 0, 
ou encore 
(x2z8a-1_ Za-1) o« dz + 2x25% dx = (0. 


Remarquons que z?z°%%-1 est de degré 2 + 34 — 1 = 3x + 1 alors 

que 2"! est de degré « — 1 et xz°* de degré 1 + 3a. L'équation 

obtenue sera homogène si tous les termes sont de même degré, c'est- 

à-dire si est satisfaite la condition 3a + 1 = & — 1 ou a = —1. 
Posons y = 1/z; l'équation initiale prend la forme 


(+) d2+2 5 dr=0, 
ou 
(2? — zx°) dz + 2zx dr = (. 
Posons maintenant 2 — ux, dz = udxz + zdu. Alors, cette 
équation devient (u°? — 1) (udx + xdu) + 2udx = 0, d’où 
u (u? + 1) dx + x (u? — 1) du = 0. 


Séparons les variables dans cette dernière équation, il vient 


dz u2— 1 
PAT Er du =0(. 


En intégrant, on trouve 


In|z|+In(u2+1)—In|ju| =lnC, ou LED ç. 


En remplaçant u par 1/xy, on obtient l'intégrale générale de l'équa- 
tion donnée 
4 + y? = Cy. 


L'équation (7) a encore une solution évidente y = O0 qui est 
obtenue à partir de l'intégrale générale pour C — œ si on écrit 
cette intégrale sous la forme y = (1 + x°y°)/C et on passe à la limite 
pour € —> co. Ainsi, la fonction y = 0 est une solution particulière 
de l'équation initiale. 
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Intégrer les équations suivantes: 

116. 2xy' (x — y?) + y = 0. 

117. 4y6 + 2$ — Gryÿy'. 

118. y (1 + V'zyt + 1) dx + 2x dy = 0. 
119. (x + yÿ) dx + 3 (y° — x) y* dy = C. 


120. Trouver la courbe telle que la perpendiculaire abaissée 
depuis l’origine des coordonnées sur la tangente soit égale à l’abscisse 
du point de contact. 

121. Trouver la courbe telle que le rapport du segment coupé 
sur l’axe Oy par la tangente au rayon vecteur soit égal à une constante. 

122. En utilisant des coordonnées rectangulaires, trouver la 
forme d'un miroir réfléchissant parallèlement à une direction donnée 
tous les rayons issus d’un point donné. 

123. Trouver l'équation de la courbe pour laquelle la longueur 
du segment coupé sur l’axe des ordonnées par la normale menée à un 
point quelconque de la courbe est égale à la distance de ce point 
à l’origine des coordonnées. 

124. Trouver l'équation de la courbe pour laquelle le produit 
de l’abscisse d’un point quelconque par la valeur du segment coupé 
par la normale sur l’axe Oy est égal au double carré de la distance 
de ce point à l’origine des coordonnées. 


$ 6. Equations différentielles linéaires 
du premier ordre. Equation de Bernoulli 


1°. Equations linéaires du premier ordre. On appelle équation 
différentielle linéaire du premier ordre une équation linéaire par 
rapport à la fonction inconnue et à sa dérivée. Elle est de la forme 


+ p(x)y= (x), (1) 


où p (x) et q (x) sont des fonctions données de x, continues dans le 
domaine où il s’agit d'intégrer l'équation (1). 

Si g(x) = 0 on dit que l'équation (1) est linéaire homogène. 
C'est une équation à variables séparables ayant pour solution géné- 
rale 

ce. Ptdx | 

La recherche de la solution générale d’une équation non homogène 
peut se faire par la méthode de variation de la constante arbitraire 
qui consiste en ce que la solution de l’équation (1) est cherchée sous 
la forme 


j=Cben re, 
où C (x) est une nouvelle fonction inconnue de x. 
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Exemple 1. Résoudre l'équation 
y" + 2zy = 2r ee *. (2} 


Solution. Appliquons la méthode de variation de la constante. 
Considérons l’équation homogène 


y" + 2xy = 0 


associée à l'équation non homogène donnée. C’est une équation. 
à variables séparables. Sa solution générale est de la forme 


y — Ces, 
Cherchons la solution générale de l’équation non homogène sous. 
la forme 
y = C(x)e, (3) 


où C (x) est une fonction inconnue de z. En portant (3) dans (2), 
on obtient C (x) — 2x, d'où C (x) = x° + C. Ainsi, la solution 
générale de l'équation non homogène sera 


y = (x + C) e#, 


où C est une constante d'intégration. 

Remarque. Il se peut qu’une équation différentielle puisse être 
aussi linéaire en x en tant que fonction de y. La forme normale d’une 
telle équation est 


raz (). 


e »£ : dy 1 
Exemple 2. Résoudre l’équation dr rc sin : 


Solution. Cette équation est linéaire si x est considéré comme 
une fonction de y: 


d ; 
D —æcosy=sin 2y. (4) 


Appliquons la méthode de variation de la constante arbitraire. 
Commençons par résoudre l'équation homogène associée 


dr 
a 2cosy—0 


qui est une équation à variables séparables. Sa solution générale 
est de la forme 


z= Ces, C= const. 
Cherchons la solution générale de l’équation (4) sous la forme 
z=C(y)esmv, (o} 
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où C (y) est une fonction inconnue de y. En portant (5) dans (4), 
on obtient 


C'(y)eshnv + C (y) esln v cos y— C (y) ei" V cos y = sin 2y, 
ou 
C'(y)=e-sMvsin 2y. 


Intégrons par parties, il vient 
C()= | e-sin Ysin2y dy — 2| e-Sin y cos ysin y dy = 
= 9 sin yd (—e-sin y) — 9 (—sin yesinv+ 


+ | e-Sin y cos y dy) =2(—sin ye-sMv—e-sinv) LC; 
ainsi, 
C'(y) = —2e-shv({+siny) +C. (6) 
En portant (6) dans (5), on obtient la solution générale de l'équation 
(4) et par suite celle de l'équation donnée: 
x = Cesin y 2 (1 + sin y). @ 
L'équation (1) peut aussi être intégrée comme suit. Posons 


y = u(x)v (x), (7) 


Où u (x) et v (x) sont des fonctions inconnues de x dont l'une, par 
exemple v(x), peut être choisie arbitrairement. En portant (7) 
dans (1), on obtient, toutes les réductions effectuées, 


vu” + (pu + v')u = q (x). (8) 


En déterminant v (x) de la condition v’ + pv = 0, on trouve 
ensuite de (8) la fonction uw (x) et, par suite, la solution y = uv 
de l'équation (1). Pour v (x) on peut prendre toute solution particu- 
lière de l'équation v’ + pv = 0, v Æ 0. 

Exemple 3. Résoudre le problème de Cauchy: 

c(x—1)y +y=x(2r —1), (9) 
y la=e = 4. (10) 
Solution. Cherchons la solution générale de l'équation (9) sous 
la forme 
y =u(x)v(x); 
On AY = U'U + uw’. 
En portant les expressions de y et y’ dans (9), on aura 
zx (x — 1) (u'v + uv') + uv = x? (2x — 1), 
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ou 
z(z—A)uu +[x(x —1)v +vulu = x? (2r — 1). (11) 


La fonction v = v (x) se détermine de la condition x (x — 1) v' + 
+ v = 0. En prenant l’une quelconque des solutions particulières 


de la dernière équation, par exemple v = ——., et en la portant 


1 
dans (11), on obtient l'équation u’ = 2x — 1 qui permet de trouver 
la fonction u (x) = x° — x + C. Par suite, la solution générale 
de l'équation (9) sera 


y=uv=(ri—z+C) —— —— y OU y=— 


2 
Æ tr, 


En utilisant la condition initiale (10), on pour déter- 
miner C, l'équation 4 — Co + 2*, d'où C = 0; la solution du 
problème de Cauchy posé sera donc 

U =:2. 

Exemple 4. On sait que l'intensité de courant i et la force électro- 
motrice Æ dans un circuit présentant une résistance À et une induc- 
tance Z sont liées par la relation £ = Ri + LS : où R et L sont 


des constantes. Si Æ est considérée comme une fonction du temps é, 
on obtient pour l'intensité de courant i une équation linéaire non 
homogène 


di (+) 
+ riti= 


Déterminer l'intensité de courant à (t) dans le cas où £ = E, — 
= const et à (0) = Z,. 
Solution. On a 


E _ 


H+ti=e, (12) 
i (0) = T4. (13) 
La solution générale de l'équation (12) est de la forme 
R 
(= + Ce Tr. (14) 


En tenant compte de la condition initiale (13), on déduit de (14) 
E . Q ? 
que C = 15 — —R ; Par suite la solution cherchée sera 


E (= 20 + ( —#) Fr + 


On voit que lorsque le temps t —— +, l'intensité de courant à (t) 
tend vers une valeur constante E/R. 
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Exemple 5. Soit donnée une famille C,; de courbes intégrales 
d'une équation linéaire non homogène y’ + p (x) y = q (x). 

Montrer qu’en des points homologues *) les tangentes aux cour- 
bes C’, définies par l'équation linéaire donnée se coupent en un seul 
et même point (fig. 13). 

Solution. Considérons la tangente à une courbe C, quelconque 
en un point tel que M (x, y). L’équation de la tangente au point 
y M (x, y) est de la forme 


n—g{(x) (6 — 2x) = y —p (x) (E—2)l, 


où Ë, n sont des coordonnées courantes 
d'un point sur la tangente. Par défini- 
tion, x est une constante aux points ho- 
mologues et y est une variable. En pre- 
nant deux tangentes quelconques aux 
courbes C, en des points homologues, on 
obtient pour les coordonnées de leur point 
dues S : 


2 q (x) 15 
TOÈ pu (19) 
Il en résulte immédiatement que toutes les tangentes aux courbes CY 
en des points homologues (x ge se coupent en un seul et même point 


S (2+—— p (x)? +) 


p (x) 
L'élimination de l'argument x entre les équations du système (15) 
donne l'équation du lieu géométrique des points S : f (E , n) = (0. 
Exemple 6. Trouver une solution de l'équation y — y = 
— Cos x — sin æ qui satisfait à la condition: y est borné pour x —+ 
—> — 00. 
Solution. La solution générale de cette équation est 
y = Ce* + sin x. 
Toute solution de l'équation obtenue à partir de la solution 
générale pour € = 0 sera non bornée car pour z — + la fonction 
sin x est bornée et e* — +oo. On en déduit que l'équation donnée 


possède l'unique solution y = sin x bornée pour zx — +o qui est 
à partir de la solution générale pour C = 0. 


Fig. 13 E=r+—— 


obtenue à 


Résoudre les équations linéaires suivantes. Résoudre là où il est 
indiqué le problème de Cauchy: 

125. y” + 2y = e*. 

126. 2° + zy = y, y ls = 0. 


*) On appelle points homologues des courbes C, ceux qui sont situés sur 
une même droite parallèle à l’axe des ordonnées. 
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127. y — 2xy = 2xe**. 

128. y" + 2ry = e%*. 

129. y' cos x — y sin x = 2x, y [+0 = 0. 
130. xy — 2y = 28 cos x. 

131. y'—ytgz- » Ylx=0 = 0. 


cos$ z 
132. y'zæ ln x — y — 3x° ]1n° x. 

133. (2x — y°) y’ = 2y. 

134. y + y cos x = cos x, y |xmp = 1. 


1 y 
ÿ 7 2yiny+y—z" 
_ 1" 
136. (e ? —xy) dy — dr =0. 
137. y'— ye* = 2re°”. 
138. y’ + re*y = e(t-xe", 


139. Déterminer l'intensité de courant à (t) sachant que E (t) — 
= E, sin 2nnt, i (0) = 7,, où E,, 1, = const. 

140. Un condensateur de capacité Q est intercalé dans un circuit 
présentant une résistance À et mis sous une tension Æ£. Déterminer 
la charge qg du condensateur à l'instant £{ après la mise sous tension. 

141. Un point matériel de masse m est animé d’un mouvement 
rectiligne sous l’action d'une force proportionnelle au temps (le 
coefficient de proportionnalité est k,). En outre, il subit une résistan- 
ce de la part du milieu dont la valeur est proportionnelle à sa vitesse 
(le coefficient de proportionnalité est k.). Trouver la variation de la 
vitesse en fonction du temps si à l'instant initial la vitesse est nulle. 

142. Trouver l'équation des courbes telles que le segment que la 
tangente à la courbe en tout point coupe sur l’axe Oy soit égal au 
carré de l’abscisse du point de contact. 

143. Trouver l'équation de la courbe telle que le segment coupé 
par la tangente sur l’axe des ordonnées soit égal à la demi-somme 
des coordonnées du point de contact. 

144. Trouver la solution générale de l'équation linéaire non 
homogène du premier ordre y’ + p (x) y = qg (x) connaissant l’une 
de ses solutions particulières y, (x). 

145. Trouver la solution générale de l'équation linéaire non 
homogène du premier ordre y” + p (x) y = q (x) connaissant deux 
solutions particulières y, (x) et y: (x). 

146. Montrer qu'une équation linéaire reste linéaire après tout 
changement de variable indépendante x = œ (t), où œ (t) est une 
fonction dérivable. 

147. Montrer qu'une équation linéaire reste linéaire quelle que 
soit la transformation linéaire faite sur la fonction inconnue y — 
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= à (x) z + B (x), où «& (x) et P (x) sont des fonctions dérivables 
quelconques et « (x) =£ O0 dans l'intervalle considéré. 


Dans les problèmes suivants, trouver des solutions des équations 
qui satisfont aux conditions indiquées: 


148. y — y In 2 = 25inx (cosz —1)In2, y est borné pour 
T— +oo. 
149.y—y= —92e*, y—0 pour x—>+ 00. 


Ld ? . sin? z 
150. y'sinz—ycosx = — = 1 y—0 pour z— 00. 


151. dy" cos —— y sin += —1, y—1, pour z— 0. 


152. 2ry —y—=1— y——1 pour x + oo. 


__ 
Va 
153. 2°y'" + y = (x° + 1) e*, y — 1 pour z —> —0c. 

154. zy' + y — 2x, y est borné pour zx —+ 0. 

155. y’ sin x + y cos x = À, y est borné pour zx — 0. 
156. y’ cos x — y sin x = — sin 2r, y— 0 pour x —+ x/2. 


20, Equation de Bernoulli. C'est une équation de la forme 


d! 
T-+p(x)y=g(x)y", 
où n° #0, 1 (pour n = 0 et n = 1 cette équation est linéaire). 
En opérant le changement de variable z — ee , On peut ramener 
y 


* 


l'équation de Bernoulli à une équation linéaire et donc l'intégrer 
comme une équation linéaire. 
Exemple 7. Résoudre l'équation de Bernoulli 


y — y = —xyf. 
Solution. Divisons les deux membres de l'équation par y*: 
y 1 
ST UE 
Effectuons le changement de variable 
1 L 2y" 
! y 2 és 2 
d’où 
y” 1 » 
TS 


Après la substitution la dernière équation se transforme en une 
équation linéaire 


52 — 23 = —x ou Z + 2rz = 2x 
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dont la solution générale est 


z=1 + Ce*, 
On en déduit l'intégrale 7. de l'équation donnée 
— = 1+Ce-* 


y° 
où 
(+ Cex) ÿi=1. 
Exemple 8. Résoudre l'équation de Bernoulli 
zy +y=wylIlnx. (16): 
Solution. Appliquons la méthode de variation de la constante 
arbitraire. La solution générale de l'équation homogène associée 


zy" + y = Oest de la forme y = C/x. Cherchons la solution générale 
de l'équation (16) sous la forme 


y = C'(x)/x, (17) 


où C (x) est une nouvelle fonction inconnue. 
En portant (17) dans (16), on aura 


C'(x) = C? 


Pour trouver la fonction C (x) nous avons obtenu une équation 
à variables séparables. En effectuant la séparation des variables 
et en intégrant cette se on trouve 


4 22 


T 
CO à de +0: COR: 
La solution LL de l'équation (16) est: 


1 
V=TGime Ÿ 


En effectuant un changement de variables approprié, on peut 
ramener certaines équations non linéaires du premier ordre aux 
équations linéaires ou aux équations de Bernoulli. 

Exemple 9. Résoudre l'équation y” + sin y + x cos y + x = 0. 

Solution. Ecrivons cette équation sous la forme 


y +2 sin + cos ++ x 2 cos? = 0. 


En divisant les deux membres de l'équation par 2c0s° + , on obtient. 


1 1€ + +z=0. 


mr 
2 
2 Cos TS 
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En effectuant la substitution tg—2, Et, on ramène 
2 cos? 7 
à 2 

cette équation à l'équation linéaire += — x dont la solution 


générale est 
g=1—2<+Cerx, 


En substituant à z son expression en y, on obtient l'intégrale géné- 
rale de l'équation donnée 


tg+—=1—z+Ce.@ 


Dans certaines équations la fonction inconnue y (x) peut se 
trouver sous le signe somme. Dans de tels cas on arrive parfois, au 
moyen de dérivation, à ramener une telle équation à une équation 
différentielle. | 

Exemple 10. Résoudre l'équation 


x | y(t)dt=(rx+1) \iy(t)dtr > 0. 
U 0 


Solution. En dérivant les deux membres de cette équation par 
rapport à z, on obtient 


x 0 
À y (0 dé+ay (= À ty (0 di + (2+1) ay (x), 
0 0 


ou encore 


X 


Luc dt= | ty (t) a+ ay (a). 
0 


0 


En dérivant une seconde fois par rapport à x, on aura une équation 
linéaire homogène par rapport à y (x): 


y (x) = 2y (x) + 2°y" (x) + 2xy (x), 
ou 
z°y" (x) + (3x — 1) y (x) = 0. 
En séparant les variables et en intégrant, on trouve 
y=C _ e—1/x, 
Il est facile d'établir que cette solution vérifie l'équation initiale. 


Résoudre les équations de Bernoulli suivantes: 
157. y" + 2zy = 2xy?°. 
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158. 3zy“y — 2y$ = x. 
159. (2° + ev) y” — 37°. 
160. y" + 2ry = y°e* 

161. y —2ye“" —2Vye. 
162. 2y'Inx+ _ — y"1 cos x. 


163. 2y’ sin x + y cos x — y° sin? x 

164. + Ra en 

165. y — y cos x = y° cos x. 

En opérant un changement de variables, ramener les équations 


non linéaires suivantes aux équations linéaires ou aux équations 
de Bernoulli et les résoudre : 


166. y — tg y—<e" 


‘cosy * 

167. y" = y (e° + In y). 

168. y’ cos y + sin y = x + 1. 
y? 


169. yy +1—=(r—1)e 2. 
170. y + x sin 2y = 2re % cos” y. 


Résoudre les équations suivantes par dérivation sous le signe 
somme : 


171. | ty (t) dt = z°y (x). 173. | êy (t) dt=22+ y (x). 
0 0 


x 1 
172. y (x) = | ylt)dt+e®, 174. | y (at) dt = ny (x). 
0 0 


$ 7. Equations aux différentielles totales. 
Facteur intégrant 


1°. Equations aux différentielles totales. Une équation diffé- 
rentielle de la forme 


M (x, y)dz + N (x, y) dy = 0 (1) 


s'appelle équation aux différentielles totales si son premier membre 
représente une différentielle totale d’une certaine fonction u (x, y), 
c'est-à-dire si 


0 Ô 
M drt+N dy=du= dr+d 


Théorème. Pour que l'équation (1) soit une équation aux différen- 
tielles totales, il faut et il suffit que dans un certain domaine D de 


4—0874 
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variation des variables x et y soit satisfaite la condition 
ô0M ON 


y — ôx ° (2) 


L'intégrale générale de l’équation (1) est de la forme u (x, y) = C 
ou 
x 


Î M (es 0) dz+ À N (av Way = CS (3) 
Vo 


Xo 
Exemple 1. Résoudre l'équation différentielle 
(sin xy + zy cos xy) dx + x° cos xy dy = 0. 


Solution. Vérifions si cette équation est une équation aux diffé- 
rentielles totales : 


= (sin xy + zy cos xy) = x cos xy + x COS zy — 
— 22y sin zy = 2x COS zy — x2y sin xy, 
_ = (x? cos zy) = 2x cos zy — x?y sin xy, 
si bien que 
0M __ ON 
y 0x ? 


c'est-à-dire que la condition (2) est satisfaite. Ainsi l'équation donnée 
est aux différentielles totales et 


M = ?u 


; , ou " 
= SiN Ty + Ty COS xy, N=—= 7? cos xy, 


0y 
donc, 


u(z, = | (sin zy+ ay cos zy) dz+ p (y), 
où œ (y) est une fonction indéterminée pour le moment. 
En intégrant, on obtient 

u (x, y) = x sin zy + (y). 
La dérivée partielle _ de la fonction trouvée u (x, y) doit être 
égale à x° cos zy, ce qui donne 

x? cos zy + p (y) = 1? cos xy, 
d’où œ (y) = 0 si bien que (y) = C. Ainsi 
u (x, y) = x sin zy + C. 
L'intégrale générale de l'équation différentielle donnée est 
x sin ty = C. @ 
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En intégrant certaines équations différentielles, on peut grouper 


les termes de manière à obtenir des combinaisons facilement intégra- 
bles. 


Exemple 2. Résoudre l'équation différentielle 
(z$ + zy°) dx + (x°y + y$) dy = 0. (4) 


Solution. Ici, _ — 21y, _ — 2xy de sorte que la condition (2) 


est satisfaite et donc, l’équation considérée est une équation aux 
différentielles totales. Elle peut être facilement ramenée à la forme 
du = 0 par le groupement direct de ses termes. A cet effet, écrivons- 
la sous la forme 


2 dx + zy (y dx + x dy) + y° dy = (0. 
Il est évident que 


mdz=d(+), à y (y dx + x dy) = ay d (xy) = à (EX JE 
4 
pain (À). 
L'équalion (4) peut donc se mettre sous la forme 


d(F)+4(8) +4 (5) =0 


ou 


a[ + CE +410. 


24 + 2 (eyŸ + yt = C 
est l'intégrale générale de l'équation (4). 


Par suite 


Intégrer les équations aux différentielles totales suivantes: 
175. x (22? + y*) + y (x? + 27°) y = 0. 
176. (3x° + 6xy?) dx + Na + 4y3) dy = 0. 


177. = += = + V— +) dy = 0. 
178. (32° tg y) dx + (2° sec? y +- hys + ee) dy = 0. 
179. (254 EU) dx = Ed. 


180. (IE +2) dr + (y— is A =) dy= 0. 
181. (3272— 2x — y) PR ET dy = 0. 
182. CA —+2zy—À) dr+(V1+x2+ 22 In x) dy = 0. 


4% 
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| x dr + y dy zdy—ydr 
183. a ce 
184. (siny+ysinr++) dz + (x cos y — cos x + +) dy — (0. 


y + sin x cos? zy = 
185. RE dy + (+ sin y) dy = 0. 
2 — 2 
186. + OL, yen. 


187. y (x° + y? + a?) dy + x (x° + y° — a?) dr = 0. 

188. (3z°y + y*) dx + (x° + 3xy°) dy = 0. 

20. Facteur intégrant. Dans certains cas où l'équation (1) n’est 
pas aux différentielles totales, on arrive parfois à trouver une fonc- 
tion u (x, y) telle que le premier membre de l'équation (1) se trans- 
forme en une différentielle totale après la multiplication par cette 
fonction 


du = uM dx + uN dy. 


Une telle fonction u (x, y) s'appelle facteur intégrant. De par 
la définition même du facteur intégrant on a 


7 UM) = (EN) 


ou 
N #4 2 H (SE __ ON ) 
y 0y Ôt 
d’où 
ôlnp 0inu _0M ON 
NTM y y dr ° (5) 


Pour déterminer le facteur intégrant nous avons obtenu une équa- 
tion aux dérivées partielles. 

Signalons quelques cas particuliers où on parvient à trouver 
assez facilement la solution de l'équation (5), c'est-à-dire le facteur 
intégrant. 


1. Si u = u (x), alors 2 _ = 0 et l'équation (5) devient 
0M ON 
dinp _‘ôy x | 
& à (6) 


Pour qu'il existe un facteur intégrant indépendant de y, il faut 
et il suffit que le second membre de l'équation (6) soit fonction de 
la seule variable x. Dans un tel cas 1n u s'obtient par une quadrature. 

Exemple 3. Résoudre l'équation (x + y?) dx — 2xy dy = 0. 
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Solution. Ici, M=zx<+y?, N — —2ry. On a 


SM _ ON 
dy 0x ___2y+2y __ 2 
N —Qry zx? 
donc, 
dinp 2 1 
dr Inu=—2In|zx|, H= x: 
L'équation 


EEE qe 2 dy= 0 


x? 
est une équation aux différentielles totales. Son premier membre 
peut être mis sous la forme 


— y? 2 : 
Ce OU dora (inpz|—#}=0 
£ x? x 


et l'intégrale générale de l'équation initiale est 
z=C'ev'lx, @& 
ON ae | 1 


A lN est fonction de la seule 


variable y, l'équation (1) possède un facteur intégrant 1 =u(y) 
qui re dépend que de y. 

Exemple 4. Résoudre l'équation 2xy In y dx + (x2+ y° | y+1) x 
x dy = 0. 

Solution. Ici M—2:zylny, N—zx2+y V y2+1. On a 


2. De façon analogue si 


ON _0M 
0x Oy____2z—2x(Iny+1) __ 1 
M En 2ry In y n y ? 
et donc 
din 1 _ Î 
dy pv? PTT%: 
L’équation 


y Û 
est une équation aux différentielles totales. Elle peut être mise sous 
la forme d (x° In y) + y V y? + 1 dy = 0, d'où 
3 
2 ln y + + (+ 1): =C. 


Exemple 5. Résoudre l'équation (3x + 2y + y*) dx + (x + 
+ 4zy + 5y*) dy = 0 sachant que son facteur intégrant est de la 
forme u = @ (x + y*). 


2rylnydz | nr ASE 0 
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Solution. Posons z = x + y*, alors u = ç (z) et, par conséquent, 
ôinp dinp 6: din joinp  dinu ôz _dinu 


De de de OM = on Co de 
L'équation (9) pour déterminer le facteur intégrant sera de la forme 
0M ON 
dinu _0M ON dinu dy  ôr 
MD y a OÙ dE NM 
Puisque A = 3x + 2y + y*, N = x + 4xy + 5y*, on a 
QUE. ON. 
0y x _ À 1 
N—2My z+y? 2 
din [us 4 CDS 9 v (à t 
et donc, EN A d’où u—z, c’est-à-dire u=x+y2. En mul- 


tipliant cette équation par u—=zx+y?, on obtient 
(3x? + 2xy + 4xy* + 2y$ + y) dx + 
+ (a + 42°y + Gxy? + 4xy$ + 5yi) dy = 0. 
C'est une équation aux différentielles totales et, d’après (3), son 
intégrale générale sera 


| (37? + 2xy + 4zy? + 2y8 + y*) dx + 


+ | (a+ 4aèu + Gaoyt + Axou° + 5y*) dy = C, 
ou de 


2 + ay + Day + Qry9 + at + y = C, 
où 
C=C+ 2iyo + 22iu2 + Qrouà + Tous + Yo + a. 
Après quelques transformations simples on aura 
(œ +y)(x + y} =C. 
Intégrer les équations suivantes: 
189. (1 — z°y) dx + x° (y — x) dy = 0, nu = (x). 
190. (x° + y) dr — x dy = 0, u = y (x). 
191. (x + y?) dx — 2xy dy = 0, up = œ (x). 
192. (2x*y + 2y + 5) dx + (27° + 2x) dy = 0, u = (x). 
193. (z* In x — 2xy°) dx + 3x°*y* dy = 0, nu = y (x). 
194. (x + sin x + sin y) dr + cos y dy = 0, u = p (x). 
195. (2xy* — 3y*) dx +- (7 — 3xy*) dy = 0, n = œ (y). 
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196. (37° — x) dr + (27° — 62y) dy = 0, pu — p (x + y). 
197. (2° + y? + 1) dr — 2xy dy = 0, u = œ (y? — r°). 
198. x dr + y dy + x (x dy — y dx) = 0, up = (x? + y°). 


$ 8. Equations différentielles du premier 
ordre non résolues par rapport à la dérivée 


1°. Equations du premier ordre de degré » en y’. Soit une équa- 
tion différentielle 


NT + pa (2 y) YU + 4. + Pn-1 (@ Y) Y° + Pa (&, y) = 0. (1) 
Résolvons cette équation par rapport à y’. Soient 
ÿ = ht y), y =fi(@ y... y =fn(& y)  (UK<Ln) 


des solutions réelles de l'équation (1). 
L'intégrale générale de l'équation (1) sera exprimée par l’en- 
semble des intégrales 


PD,(xz, y, C) = 0, D, (x, y, C) = 0, ..., D, (x, y, C) = 0, 


où (x, y, C) = 0 est l'intégrale de l'équation y’ = f; (x, y) 
(i = 1, , K). 

Ainsi, par chaque point de la région où y prend des valeurs 
réelles il passe À courbes intégrales. 

Exemple 1. Résoudre l'équation yy'* + (x — y) y — x = 0. 

Solution. Résolvons cette équation par rapport à y’, il vient 


_ (z— y} EL Azy 
D a 


’ TZ 
U'=—= + 
d'où 

y=x+C, y + zx = C?. 


Exemple 2. Résoudre l'équation 2y'? — 2xzy' — 2y + x° = (. 
Solution. Résolvons cette équation par rapport à y, il vient 
x? 


Y=YÈ—IY + 
Posons y’ = p, où p est un paramètre; il vient 
2 
y= p—zp+<-. (2) 
Différentions (2), il vient 
dy = 2p dp — p dx — x dp + x dx. 
Mais puisque dy = p dx, on aura 
p dx = 2p dp — p dx — x dp + x dx, 
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ou 
2p dp — 2p dt —zxdp +zxdz = 0, 
2p (dp — dx) — x (dp — dx) = 0, (2p — x) (dp — dx) = (. 


Considérons deux cas: 1) dp — dr = 0, d’où p=zx+cC, où 
C est une constante arbitraire. En portant p dans (2), on obtient 
la solution générale de l'équation donnée 


72 
Ey=Cr+ C++. (3) 


Dans l'égalité p = x + C, on ne peut pas remplacer p par y’ 
et intégrer l'équation obtenue y’ = x’ + C (parce qu'il apparaîtra 
dans ce cas une dérivée seconde arbitraire, ce qui ne peut pas avoir 
lieu parce que l'équation différentielle considérée est du premier 
ordre). | 

2) 2p — x = 0, d’où p = x/2. En portant dans (2), on obtient 
encore une solution 


y — zx°/4. (4) 


Vérifions s’il n’y a pas d’unicité en chaque point de la solus 
tion (4), c’est-à-dire si cette solution est singulière (cf. $ 11). A cet 
effet, prenons sur la courbe intégrale (4) un point quelconque 
M (Zor Yo): Où Yo = t5/4. Cherchons maintenant une solution qu 
est contenue dans la solution générale (3) et dont la courbe intégrale 

2 
passe par le point M, Li; 2) . En portant les coordonnées de ce 
point dans la solution générale (3), on aura 


z = Cro+C2+ À , Ou (c+æ)"=0, 


4 / 
d’où C — —zx,/2. Introduisons cette valeur de la constante C dans 
(3). On obtient une solution particulière 
zi ZoZ x$ 
Bv= +, (5) 


qui ne coïncide pas avec la solution (4). Pour les solutions (4) et (5) 
on a respectivement y’ = x/2 et y" = x — x9/2. Pour x = x, les 
deux dérivées coïncident. Cela signifie qu’au point M, la condition 
d'unicité n’est pas satisfaite, c'est-à-dire que par ce point il passe 
deux courbes intégrales ayant la même tangente. Puisque x, est 
arbitraire, la condition d’unicité n'est satisfaite en aucun point 
de la solution (4), ce qui signifie que cette solution est singulière, 


Intégrer les équations suivantes: 
199. 4y'? — 9x = 0. 
200. y’? — 2yy" = y* (e°* — 1). 
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201. y? — 22y — 8x° = 0. 

202. z°y'? + 3zyy' + 2y° = 0. 

203. y? — (2x + y)y' + x° + zy = 

204. y+(G+2)e-0. 

205. yo — yy" — y" + z°y = 0. 

206. y’? — yy + e* = 0. 

207. y"? — 4xy" + 2y + 2x° = 0, 

2°. Equations de la forme f (y,y') =0 et f (x, y’) = 0. Si les 
équations f (y, y’) = 0 et f (x, y’) = 0 sont facilement résolubles 
par rapport à y’, leur résolution donne des équations à variables 
séparables. 

Considérons des cas où ces équations ne sont pas résolubles par 
rapport à y’. 

A. L'équation de la forme f (y, y’) = 0 est résoluble par rapport 
à y: 

= p (y). 

Posons y’ = p, alors y = (p). En différentiant cette équation et 
en remplaçant dy par p dx, on obtient 


p dr =  (p) dp,] 
d'où 
dr =? dp et x— | LB ap+c. 


On obtient la solution générale de l'équation sous forme paramétri- 
que 


= | Bap+c, y=p(p). (6) 
Exemple 3. Résoudre |l'équation y=— a (CE) +65) (e, b 


sont des constantes). 
Solution. Posons —— au — p, alors y—ap+bps, dy—2apdp+ 
+ 3bp? dp, ou pdx— Dep dp<+3bp? dp. D'où, dx= 2a dp + 3bp dp 
et z = ap+ + bp?+ C. La solution générale sera 
z=2ap+<bp?+c, y = ap? + bp*. 
B. Si l'équation de la forme f (y, y’) = O0 n'est pas résoluble 
(ou est difficilement résoluble) tant par rapport à y que par rapport 


à y, mais admet une expression de y et y’ par un certain paramètre {: 


y=ot, p=v (r=%), 
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dn procède comme suit. On a dy = pdx = x (t) dx. D'autre part, 


oy = q’ (+) dél de sorte que 1 (t) dx = gp’ (é) dé et] dr — ro di : 
d’où 


Ainsi, on obtient la solution générale de l'équation différentielle 
donnée sous forme paramétrique 


z= | Se dt+C, y—=o(t). 
Exemple 4. Résoudre l'équation y? + (y'}*5 = 1. 
Solution. Posons y = cos° t, y’ = p = sin* t, 


__ dy __—3costtsintdt cost 
M sins f us sin? t dé. 
D'où 
z= | (3——) dt 3+3ctet+c; 


et la solution générale est 
z=3t+3ctgt+c, y = Cos” i. 


C. Equation de la forme f (x, y’) = 0. Supposons que cette 
équation soit résoluble par rapport à x: 
x = (y). 


Posons y'= p, il vient dz = ®"(p) dp. Mais dr=# et, par suite, 


% — p" (p) dp si bien que 


dy=p'(p)dp et y= | »9' (p) dp+C. 


Ainsi, on trouve 


z = (p); y= | gp) pdp+C (7) 


qui est la solution générale de l'équation sous forme paramétrique 
(p est un paramètre). 

Remarque. Dans les formules (6) et (7) p ne peut pas être consi- 
déré comme une dérivée. Dans ces formules p est simplement un 
paramètre. 


2 
Exemple 95. Résoudre l’équation a D + (5) er: 
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. d 
Solution. Posons = P: alors 


d 
x = ap +bp?, dx = a dp + 2bp dp, 
dy= p dx = ap dp+26p? dp, y=+ p2+<bps+ C. 
Finalement, 
x = ap + bp?, y = 5 p+<bps+ C est la solution générale. 


Par analogie avec le cas B on peut essayer de résoudre l'équation 
{ (x, y’) = 0 par la méthode d'introduction du paramètre t. 


Intégrer les équations suivantes: 


208. y — y °e’’. 214. y'2r—et/r. 
209. y' = ev''v. 215. zx(1+y'?)?— a. 
2 2 2 
210. x --Iny'+sin y’. 216. y5 + y'5 == a5. 
211. x—y'2?—2y" +2. 217. x—y"+siny. 
212. y=y'Iny:. 218. y— y" (1+ y" cosy‘). 
213. y = (y —1)ev’. 219. y — arcsin y’ + In (1+y'2 


3°. Equations de Lagrange et de Clairaut. L’équation de Lagrange 
est de la forme 


y = xp (y) + y (y). 
En posant y” = p, en dérivant par rapport à x et en remplaçant 
dy par P dx on ramène cette équation à une équation linéaire par 
rapport à x en tant que fonction de p. En recherchant la solution de 


cette dernière équation zx = r (p, C), on obtient la solution géné- 
rale de l’équation initiale sous forme paramétrique : 


z=r(p, C) y=r(p, C)œ@(p) + +(p) (p est un paramètre). 


En outre. l'équation de Lagrange peut encore posséder des solu- 
tions singulières (cf. $ 11) de la forme y = œ (c) x + 1 (c), où c est 
racine de l'équation c =  (c). 

Exemple 6. Intégrer l'équation y = 2xy" + In y'. 

Solution. Posons y’ = p, alors il vient y = 2xp + Inp. En 
différentiant, on trouve 


pdx=2p dz+ 2x dp+ 2, 
d'où 


RS) ou CS nr 
Ptree ns . 
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Nous avons obtenu une équation du premier ordre, linéaire en z; 
en la résolvant, on a 
se 2 
7 Pi  p 
En portant la valeur trouvée de z dans l'expression de y, on 
obtient en définitive 


C 1 2C 
Ti y=lnp+—-—2. @ 
L'équation de Clairaut est de la forme 
y = æy + ÿ(y'). 


La méthode de sa résolution est la même que eelle utilisée pour 
l'équation de Lagrange. La solution générale de l'équation de Clai- 
raut est de la forme 


y = Cz + vw (C). 


L’équation de Clairaut peut encore posséder une solution singu- 
lière qui est obtenue en éliminant p entre les équations y — 


y = 2p + ÿ(p), z + Ÿ' (p) = 0. 


Exemple 7. Intégrer l’équation 
y=:xy + 37 (a = const). 
Solution. Posons y'=p, il vient 


f Y=tp+-. 
NT Se . 
KI En différentiant cette dernière 
R 7  équationet en remplaçant dy par p dx, 
AN on trouve 
SS 


pdr=pdr+zdp—-r dp, 
d'où 
. a 
Fig. 14 dp (z—) =0. 


En annulant le premier facteur, on obtient dp = 0, d'où p = C 
et la solution générale de l'équation initiale est y = Cx + 5 qui 


« 


est une famille de droites à un paramètre. En annulant le second 
facteur, on aura x = a/2p°. En éliminant p entre cette équation et 
l'équation y = xp + 2 , on obtient y” = 2ax qui est aussi une solu- 


tion de notre équation (une solution singulière). 
Au point de vue géométrique, la courbe y* = 2ax est l'enveloppe 
de la famille de droites fournies par la solution générale (fig. 14). 
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Intégrer les équations suivantes: 


220. y—=2xy +Iny'. 225. y=zy + —— Te 

221. y=x(1+y)+y?. 226. y= xy ty, 

222. y—=2xy" +siny. 227. y 2—yy —y +1=0. 
223. re 228. as + T+ye. 
224. y= + 2y !+er”. 229. Z= ts 5 : 


230. Trouver l'équation d’une courbe dont toute tangente forme 
avec les axes des coordonnées un triangle de surface constante S = 
= 2a*, 

231. Trouver l'équation de la courbe telle que le tronçon de 
tangente compris entre les axes des coordonnées ait une longueur 
constante «. 


$ 9. Equation de Riccati 


Une équation différentielle du premier ordre de la forme 
d , 
+ ax) y2+ 0 (x) y+c (x) =0, (1) 


où a (x), b (x), c (x) sont des fonctions connues s'appelle équation de 
Riccati (généralisée). Si les coefficients a, b, c dans l'équation de 
Riccati sont constants, l'équation admet la séparation des variables 
et on obtient tout de suite son 2. générale 


À 
se | ee 
Dans le cas général, l’équation (1) ne s'intègre pas par des qua- 
dratures comme cela a été montré par Liouville. 


Propriétés de l’équation de Riccati. 1°. Si l’on connaît une solu- 
tion particulière quelconque y, (x) de l'équation (1), sa solution géné- 
rale peut être obtenue par des quadratures. 

En effet, posons | 

y = Yi (x) + z (x), 
où z (x) est une nouvelle fonction inconnue. En portant (2) dans 
(1), on 7. 


dun + DL Go) (ut + Qss+ 22) + D (2) (it 2) +e (2) = 


d'où, compte tenu du fait que y, (x) est solution de l’équation 
on obtient 


a (x) (Quiz 2) + b (x) = 0, 
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ou 
d 
+ a (x) 2+ [2a (2) yi+b(x)]2= 0. (3) 
L'équation (3) est un cas particulier de l'équation de Bernoulli 
(cf. $ 6). 
Exemple 1. Résoudre l'équation de Riccati 
y de y? + 2e*y _— e?* + e* (4) 
connaissant l’une de ses solutions particulières y, = e*. 
Solution. Posons y = e* + z (x) et portons dans l'équation (4), 
il vient 
dz 
de 2. 
d’où 
1 
C—z" 
Ainsi la solution générale de l'équation (4) est 


1 
———=x—ÛC, ou z— 


{ 
— pY RE 
PT oO: 


Remarque. Au lieu de la substitution (2) il s'avère parfois plus 
pratique d'effectuer la substitution 


1 
y = y (x) Tu) , 
qui ramène tout de suite l’équation de Riccati (1) à l'équation liné- 
aire 
u" — (2ay, + b)u = a. 


20. Si l’on connaît deux solutions particulières de l'équation (1), 
son intégrale générale s'obtient par une seule quadrature. 


Soient données deux solutions particulières y, (x) et y: (x) de 
l'équation (1). En utilisant le fait qu’on a l’identité 
d 
de =—a(x)yi—b (x) y—c(x), 
13 
représentons l'équation (1) sous la forme 


SE 2 a (2) (y+ y) —b (), 


ou encore 


(In (y—y:)]= — a (x) (y+y:) —b (x). (5) 


En opérant d'une manière analogue, on trouve pour la deuxième 
solution particulière y: (x) 


Un Y—y2)1= — a (x) (y +72) — d (x). (6) 
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En soustrayant l'égalité (6) de l’égalité (5), on obtient 


[in IH | (x) (Y2— ya), 


d'où 
y — —Ya(x = 
LY — Ya 2 çe) at GIE (7) 
Y— Ya 
Exemple 2. L’équation 
dy _ m2 2 . 
fr — 70 U m = const 


aFdes solutions particulières 


1 m __f1 m 
CE ares FR Ve Tes; 
En utilisant la formule (7), onfobtient l'intégrale générale de l'équa- 
tion initiale 
18. 2m à 2Ma 
Y— Yi _n") xs d% ns Ty = 
TETE =Ce + * , d’où TER [= Ce * . 
Intégrer les équations de Riccati suivantes connaissant leurs 
solutions particulières : 


232. y'e* + y? — 2ye* = 1 — e**, y.[= e*. 

233. y + [y? — 2y sin zl+ sin? x — cos x = 0, y, = sin z. 
234. zy — y° + (2x + 1)y = 2 + 2x, y, = x. 

235. z°y = 2°y? + xy + À, y, = —1/x. 


236. Trouver l'intégrale générale de l'équation de Riccati pour 
le cas où le rapport des coefficients ne dépend pas de x, c’est-à-dire 
a(x):b(x):c(zx) =m:n:p(m, n, p sont des constantes). 

237. Démontrer que l'équation de Riccati conserve sa forme 
quelle que soit la transformation faite sur la variable indépendante 
x = pt), où œ (t) est une fonction continûment dérivable quelcon- 
que définie dans l'intervalle (t,, t,) et œ®’ (t) = 0 sur (1, ti). 


$ 10. Etablissement des équations différentielles 
des familles de courbes. 
Problèmes sur les trajectoires 


1°. Etablissement des équations différentielles'des familles de 
courbes. Soit donnée l'équation d’une famille de courbes planes à un 
paramètre 


y = (x, a) (a est un paramètre). (1) 
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En dérivant (1) par rapport à x, on trouve 

y mr Px (x, a). (2) 
En éliminant le paramètre a entre les équations (1) et (2), on obtient 
une équation différentielle 

Fa y, y)=0 (3) 


qui exprime une propriété commune à toutes les courbes de la famil- 
le (1). L’équation (3) sera l'équation différentielle cherchée de la 
famille (1). 
“ä Si une famille de courbes à un paramètre est définie par une 
équation 

D (x, y, a) = 0, 
l'équation différentielle de cette famille sera obtenue en éliminant 
le paramètre a entre les équations 


DO (x, y; a) — 0, 
00 00 , 
8 Toy 0. 
Soit maintenant une relation 
® (x, Us Ayo gs An) —= 0, (4) 


OÙ y» Aos - + + An Sont des paramètres. Dérivons (4) n fois par rap- 
port à x et éliminons les paramètres a;, &+, . . ., dn entre (4) et 
les équations obtenues, il vient 


LFP (x, y, y’, y”, ..., y i= OU (9) 


C'est l'équation différentielle de la famille de courbes (4) à n para- 
mètres au sens que (4) est intégrale générale de l'équation (5). 
Exemple 1. Trouver l'équation différentielle de la famille 
2 8 
d’hyperboles _… —+ = 1. 
Solution. Dérivons cette équation par rapport à x, il vient 


2 
—2yy =0, où += yy'. 


Multiplions par x les deux membres, alors x°/a? = zyy'. En 
portant dans l'équation de la famille, on trouve xzyy" — y° = 1. 

Exemple 2. Trouver l'équation différentielle de la famille de 
courbes 


x 
y—a(l—e «<), a étant un paramètre. 
Solution. Dérivons les deux membres de cette équation par 
rapport à x, il vient 
y = e”*/a, 
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De l'expression pour y’ on trouve a =— {7 et, en portant cette 


expression de a dans l'équation de la famille dé courbes, on trouve 
y= — TVA (1—y"), ou ylny+zx(1—y)=0. 


Exemple 3. Former l'équation différentielle de la famille de 


droites passant à une distance égale à l’unité de l’origine des coor- 
données. 


Solution. Partons de l'équation normale de la droite 
x cos & + y sin &œ — 1 = 0, (6) 


où « est un paramètre. 


En dérivant (6) par rapport à x, on trouve cos &« + y’ sin &« = 0, 
d'où y = —ctg & et, par suite, 


ina, Cosa— — — 1 — 

V1+y"? 

En portant sin & et cos « dans (6), on obtient 
Ed 
Virus | Viirs 


Former les équations différentielles des familles de courbes sui- 
vantes : 


—1—0, ou y=zxy +V1+y'2. 


238. y = a/x. 244. ES 
239. x2— y? = ax. 245. y= Cix + + C4. 
240. y = ae*/. 246. (x—a)?+(y—b)}? = 1. 
241. y—Crx—C—C?. 247. y—= Cie + Ce * 

242. y—e" (ax +b). 248. y—asin(rx +). 


243. y2—2Cx-+ C2. 


2°. Problèmes sur les trajectoires. Soit donnée une famille de 
courbes planes 


Dix, y, a) =0 (7) 
dépendant du seul paramètre a. 

Une courbe qui forme en tout point un angle constant & avec 
une courbe de la famille (7) passant par ce point s'appelle trajectoire 


isogonale de cette famille; en particulier, si &« = x/2, cette courbe 
s'appelle trajectoire orthogonale. 


La famille (7) étant supposée donnée, nous chercherons ses 
trajectoires isogonales. 


À. Trajectoires orthogonales. Etablissons l'équation différen- 
tielle de la famille de courbes donnée (cf. p. 1°). Supposons qu'elle 


5—0874 
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soit de la forme 
F (x, y, y) = 0. 


L'équation différentielle des trajectoires orthogonales est de la 
forme 


{ 
F (z, U, —-7)=0. 
L'intégrale générale de cette équation 
D, (x, y, C) = 0 


donne la famille de trajectoires orthogonales. 
Soit une famille de courbes planes donnée par l’équation en coor- 
données polaires 


® (p, p, a) = 0, (8) 
où a est un paramètre. En éliminant le paramètre a entre la rela- 
tion (8) et a = 0, on obtient l'équation différentielle de la 


famille (8): F(p, @, p’) = 0. En y remplaçant p” par —p*/p", 
on obtient l'équation différentielle de la famille de trajectoires 
orthogonales 


F (pv -#)=0 


B. Trajectoires isogonales. Supposons que les trajectoires cou- 
pent les courbes d’une famille donnée sous un angle « tel que tg &« = 
— k. On peut montrer que l'équation différentielle des trajectoires 
isogonales est de la forme 


y'—k 
F(z uv r)=0. 

Exemple 4. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille 
de lignes y = kz. 

Solution. La famille de lignes y — kx se compose de droites 
passant par l’origine des coordonnées. Pour trouver l'équation dif- 
férentielle de cette famille, dérivons par rapport à x les deux membres 
de l’équation y = kx. On a y’ = k. En éliminant le paramètre k 
entre le système d'équations 


y —= kz, 
y” = k, 
on aura l’équation différentielle de la famille xy' = y. En y rempla- 


çant y’ par —1/y', on obtient l’équation différentielle des trajectoi- 
res orthogonales —x/y" = y ou yy' + x = 0. L'équation obtenue 
est une équation à variables séparables; en l’intégrant, on trouve 
l'équation des trajectoires orthogonales x* + y* = C (C > 0). Les 
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trajectoires orthogonales sont des cercles ayant pour centre l’origine 
des coordonnées (fig. 15). 

Exemple 5. Trouver l'équation de la famille de lignes orthogo- 
nales à la famille z° + y? — 2ax. 

Solution. Cette famille de lignes représente une famille de cercles 
dont les centres se situent sur l’axe Ox et qui sont tangentes à l’axe Oy. 

En dérivant par rapport à x les deux membres de l’équation de 
la famille donnée, on trouve x + 
+ yy' = a. En éliminant le para- 
mètre a entre les équations 2° + 
Huy = 2axz et x+yy = a, on 
obtient l'équation différentielle de 
la famille donnée : z*—y*+ 2xryy' — 
— 0. L'équation différentielle des 
trajectoires orthogonales est 


’ 2xy 

CE z?— y? 
C'est une équation homogène. Son Fig. 15 
intégration donne 2* + y° — Cy. 


Les courbes intégrales sont des cercles dont les centres se situent sur 
l'axe Oy et qui sont tangentes à l’axe Oz (fig. 16). 


Fig. 16 


D] 


Exemple 6. Trouver les trajectoires orthogonales à une famille 
de paraboles y = ax*. 

Solution. Formons l'équation différentielle de la famille de 
paraboles. À cet effet, dérivons par rapport à x les deux membres de 


5% 
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cette équation, il vient: y” — 2ax. En éliminant le paramètre a 


L 2 ÿ 2 : 5 : Pr 
on trouve — =— ouy = — , ce quiest l'équation différentielle de 


Fig. 17 Fig. 18 


la famille donnée. En remplaçant dans cette équation y’ par —/y', 
on obtient l'équation différentielle des trajectoires orthogonales 


1 __ 2y dy Tr 
en OU ES à 


Intégrons, il vient: y? — —5+c ou E+p=c, où C>t(0. 


Les trajectoires orthogonales sont représentées par une famille 
d’ellipses (fig. 17). 

Exemple 7. Trouver les trajectoires orthogonales à la famille 
de lemniscates p* = a cos 29. 

Solution. On a 


p? = acos 2p, pp’ = —a sin 2. 


En éliminant le paramètre a, on obtient l'équation différentielle 
de cette famille de courbes 


p" — —p tg 2. 


En remplaçant op’ par —p°/p’, on trouve l'équation différentielle de 
la famille de trajectoires orthogonales 


—p"lp" = —p te 2, 
d’où 6e ctg 2pdp. En intégrant, on trouve l'équation des tra- 


jectoires orthogonales : 
o° = C sin 2. 
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Les trajectoires orthogonales à la famille de lemniscates sont des 
lemniscates dont l’axe de symétrie forme avec l’axe polaire un 
angle de +45° (fig. 18). 

Trouver les trajectoires orthogonales pour les familles de courbes 
suivantes : 


249. y2+2az=0, a >0. 255. x" + y = À. 
250. y— ax", a est un paramètre. 256. x2+ y? — 2ay. 
251. y— ae%*, 6 — const. 257. Bye. 
252. cosy — ae”. 258. p = a (1 + cos p). 
253. 224 —y?—a?. 259. y2— 4 (x— a). 


254. x? — y? = a?. 


$ 11. Solutions singulières des équations 
différentielles 


On dit qu’une solution y = œ (x) d’une équation différentielle 
Fa y, y)=0 (1) 
est singulière s'il n’y a d'unicité en aucun de ses points, c’est-à-dire 
si par chacun de ses points (to, Yo) il passe, en plus de cette solution, 
encore une autre solution qui a au point (Zzo, Yo) la même tangente 
que la solution y = (x) mais qui ne coïncide pas avec cette solu- 
tion dans un voisinage aussi petit que l’on veut du point (zs, Yo). 
Le graphique de la solution singulière sera appelé courbe intégrale 
singulière de l'équation (1). Si la fonction F (x, y, y') et ses déri- 
: 5 oF 0F : 
vées partielles n et FYA sont continues en tous les arguments 
zx, y, y’, toute solution singulière de l'équation (1) vérifie aussi 
l'équation 
OF (x, y, y") 
— = 0. (2) 
Par conséquent, pour rechercher les solutions singulières de l’équa- 
tion (1), il faut éliminer y’ entre les équations (1) et (2). 
L'équation obtenue après l’élimination de y’ entre (1) et (2) 


px, y) = 0 (3) 


s'appelle p-discriminant de l'équation (1), alors que la courbe définie 
par l'équation (2) s'appelle courbe de p-discriminant (en abrégé CPD). 

J1 arrive souvent que la CPD se compose de plusieurs branches. 
Dans un tel cas, il faut établir si chacune des branches prises isolé- 
ment est solution de l'équation (1) et, dans l’affirmative, si elle 
est une solution singulière, autrement dit si la condition d'’unicité 
n'est satisfaite en aucun de ses points. 
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Exemple 1. Trouver des solutions singulières de l'équation 
différentielle 


zÿ + y*—y = 0. () 


Solution. a). Trouvons la courbe de p-discriminant. Dans le 
cas actuel on a 


Fa y, y)=axy + y? —y, 
et la condition (2) prend la forme 


0F . 
Ar ee 2y =0, 
d'où y = —zx/2. En portant cette expression de y” dans l'équation 
(4), on obtient 
2 
=. 5) 


La courbe (5) est une courbe de p-discriminant de l'équation (4): 
elle ne se compose que d’une seule branche qui est une parabole. 

b). Vérifions si la courbe de p-discriminant est solution de l’équa- 
tion donnée. En portant (5) et sa dérivée dans (4), on s'assure que 
y — —2°/4 est solution de l'équation (4). 

c). Vérifions si la solution (5) est une solution singulière de 
l'équation (4). A cet effet, cherchons la solution générale de l’équa- 
tion (4). Ecrivons (4) sous la forme y = xy' + y'*. C’est une équa- 
tion de Clairaut. Sa solution générale est 


y = Cx + C*. (6) 
Ecrivons les conditions de tangence de deux courbes y = y, (x) 

et y —= y, (x) au point d'abscisse x = to: 
Y1 (To) = Y2 (To), ÿ; (Zo) = Y, (to). (7) 


La première égalité exprime la coïncidence des ordonnées des courbes 
et la deuxième celle des coefficients angulaires des tangentes à ces 
courbes au point d’abscisse t = to. 


2 
En posant y, (x) — —+—, Yyo(x)=Cr+C?, on trouve que la con- 
dition (7) prend la forme 
— = Cr+C!, —+=C. (8) 
En portant C — —x,/2 dans la première des égalités (8), on obtient 
LT | À À = À 
RS HU D ELLE Z Z 
c'est-à-dire pour € — —xo/2 la première égalité est vérifiée identi- 


quement, car x, est l’abscisse d’un point quelconque. 
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Ainsi, en tout point de la courbe (5) il existe une autre courbe de 
la famille (6) qui lui est tangente, à savoir celle pour laquelle C — 
— —%4/2. Par suite, y — —zx?/4 est une solution singulière de l’équa- 
tion (4). 

d). Interprétation géométrique. 

La solution générale de l'équation (4) est une famille de droites 
(6), alors que la solution singulière (5) est l'enveloppe de cette famille 
de droites (fig. 19). @& 

On appelle enveloppe d'une famille de 
courbes 


D (x, y, C)=0 (9) 


une courbe telle qu'en tout point elle est 
tangente à une certaine courbe de la fa- 
mille (9) et dont chaque tronçon est tan- 
gent à une infinité de courbes de la fa- 
mille (9) *). 

Si (9) est l'intégrale générale de l’équa- 
tion (1),‘l’enveloppe de la famille de cour- 
bes (9), si elle existe, sera une courbe in- 
tégrale singulière de cette équation. En 
effet, aux points de l'enveloppe les va- 
leurs de x, y, y’ coïncident avec les va- 
leurs de x, y, y’ pour la courbe intégrale 
qui est tangente à l'enveloppe au point Fig. 19 
(x, y) et par conséquent, en tout point de 
l'enveloppe les valeurs de x, y, y’ vérifient l'équation F (x, y, y')= 
= 0, ce qui veut dire que l'enveloppe est une courbe intégrale. 

Ensuite, en aucun point de l'enveloppe il n'y a d’'unicité car 
par les points de l'enveloppe il passe, dans une même direction, au 
moins deux courbes intégrales : l’enveloppe elle-même et une courbe 
intégrale de la famille (9) tangente à l’enveloppe au point considéré. 
Par suite, l’enveloppe est une courbe intégrale singulière. 

Dans le cours d'analyse mathématique on apprend que l’enveloppe 
fait partie de la courbe de C-discriminant (en abrégé CCD) définie 
par le système d'équations 

(D) (x, y, C) = 0, 
D (z,y, ©) _p (10) 
oc nue 


Une certaine branche de la CCD sera nécessairement enveloppe si 
4) il existe sur elle des dérivées partielles bornées en module 


0O 0Q x 
IN, | I<n, (11) 


*) Nous dirons que les courbes l', et l, sont tangentes en un point M, 
si elles possèdent en ce point une tangente commune. 
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où M et N sont des constantes: 
D HO où 0. (12) 


Remarque. Les conditions 1) et 2) ne sont que suffisantes de 
sorte que les branches de la CCD sur lesquelles l’une de ces condi- 
tions n'est pas satisfaite peuvent être elles aussi enveloppes. 

Exemple 2. Trouver des solutions singulières de l’équation 
différentielle 


zy'? — 2yy' + 4x = 0, zx > 0 (13) 
connaissant son intégrale générale 
x? = C(y—C). (14) 


Solution. a). Cherchons la courbe de C-discriminant. On a 
D (x, y, C)=C (y —C) — x, 
si bien que 


d'où C = y/2. En portant cette valeur de C dans (14), on obtient 
_ y y 
x? = +(y—+) , 
d'où 
(y — 2x) (y + 2x) = 0 ou y = +2r. (15) 


C'est une courbe de C-discriminant : elle se compose de deux droites 
y = 2x et y — —2x. 
b). On vérifie directement que chacune des branches de la CCD 
est solution de l'équation (13). 
c). Montrons que chacune des solutions (15) est une solution 
singulière de l'équation (13). En effet, puisque 
00 0O 
0x dy 


— — 2x, 
on a sur chacune des branches de la CCD 
0OD 
| |— 2x] <2b 


(on suppose que la solution y (x) de l'équation (13) est considérée 

sur l'intervalle 0 <a < zx < b), 

rs ICI<N: ici, N=max|C|, 
ÿ CEG 


où G est le domaine des valeurs admissibles de C. 


$ 11] SOLUTIONS SINGULIERES 13 


Notons que sur chacune des branches de la CCD on a = 
— —2x 5 Ô dans le domaine de z > 0, si bien que l’une des condi- 
tions (12) est satisfaite. Cela signifie que les conditions (11) et (12) 
sont réalisées et donc les droites (15) sont des enveloppes des para- 
boles (14). 

Ainsi, nous avons établi que chacune des solutions (15) est une: 
solution singulière. 

Pour la recherche des solutions singulières il est commode de se 
servir des schémas symboliques suivants: 


CPD = E-P.C? = 0, (16) 
CCD = E-N2.P3 — 0. (17) 


Le schéma (16) signifie que l’équation de la courbe de p-discri- 
minant peut se décomposer en trois équations: 

1) E = 0 est l'équation de l'enveloppe; 

2) P = 0 est l'équation du lieu géométrique des points pinces 
(des points de rebroussement) ; 

3) C = 0 est l'équation du lieu géométrique des points de con- 
tact des courbes intégrales et le facteur C figure dans la CPD à la 
deuxième puissance. 

Le schéma (17) signifie que l’équation de la courbe de C-discri- 
minant peut se décomposer en trois équations: 

1) E = 0 est l'équation de l’enveloppe: 

2) N =0 est l'équation du lieu géométrique des points nodaux, 
le facteur N apparaissant dans la CCD à la deuxième puissance ;. 

3) P = 0 est l'équation du lieu géométrique des points pinces, 
le facteur P figurant dans la CCD à la troisième puissance. 

Il n'est pas nécessaire que pour chaque problème toutes les 
parties intégrantes des courbes CPD et CCD figurent dans les rela- 
tions (16) et (17). 

De tous les lieux géométriques, seule l'enveloppe est une solu- 
tions singulière de l’équation différentielle. La recherche de l’enve- 
loppe se trouve simplifiée du fait que dans les schémas (16) et (17) 
elle ne figure qu'à la première puissance. 

Pour ce qui est des autres lieux géométriques (des points pinces, 
des points nodaux et des points de contact) il est nécessaire de procé- 
der dans chaque cas concret à une analyse supplémentaire. Le fait 
qu'un certain facteur figure dans la CPD au carré (et ne figure pas 
dans la CCD) signifie qu'il peut y avoir un lieu géométrique des. 
points de contact des courbes intégrales. D'une manière analogue, 
si un certain facteur apparaît au carré dans la CCD (et ne figure pas. 
dans la CPD) il peut y avoir un lieu géométrique des points nodaux. 
Enfin, si un certain facteur figure à la première puissance dans la 
CPD et à la troisième puissance dans la CCD il peut y avoir un lieu 
géométrique des points pinces. 
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Exemple 3. Trouver des solutions singulières de l'équation 
différentielle 


2y (y + 2) — xy* = 0. (18) 


Solution. Une solution singulière, si elle existe, est définie par 
le système 


D (y"+2)—zxy"?=0, 


PR ET) (12) 


où la deuxième équation (19) est obtenue à partir de (18) par sa déri- 
vation par rapport à y’. En éliminant y’, on obtient la courbe de 
p-discriminant 


y + 4ry = 0 
qui se divise en deux branches: 
y =0, (20) 
y = —47. (21) 


On vérifie par une simple substitution que les deux fonctions sont 
solutions de l'équation (18). 
Pour établir si les solutions (20) et (21) sont singulières ou non, 
cherchons l'enveloppe de la famille 
Cy—(C—zx} =0 (22) 
qui est l’intégrale générale de l'équation (18). 
Ecrivons le système pour déterminer la courbe de C-discriminant 
de — (C— zx) = 0, 
y —2(C — x) = 0, 
d'où,en éliminant C, on obtient: 
y? + 4xy = 0 ou y —=0 et y = —4x, 


ce qui coïncide avec (20) et (21). Du fait que sur les lignes (20) et 
(21) les conditions (11) et (12) sont satisfaites, on déduit que les 
lignes y — 0 et y — —4x sont des enveloppes et, par conséquent, 
(20) et (21) sont des solutions singulières de l'équation donnée. 


Les courbes intégrales (22) sont des paraboles y = CT et les 


lignes y = 0 et y = —4x sont des enveloppes de cette famille de 
paraboles (fig. 20). 

Exemple 4. Trouver des solutions singulières de l'équation 
différentielle 


y'? = 42. (23) 
Solution. En dérivant (23) par rapport à y’, il vient 
2y = 0. (24) 
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En éliminant y’ entre (23) et (24), on obtient x* —='0. La courbe de 
discriminant est l’axe des ordonnées. Elle n’est pas une courbe inté- 
grale de l'équation (23) mais, d’après le schéma (16), elle peut con- 
stituer le lieu géométrique des points de contact des courbes inté- 
grales. 

Les solutions de l'équation (23) sont des paraboles 


y=z+cC, y=—2@ + C 


et celles des courbes lisses qui peuvent être composées à partir de 
leurs parties (fig. 21). 


ÿ 


AA 


PV 
WA 


NK 


«> 
TX 


Fig. 20 Fig. 21 


L'examen du dessin montre que la droite x = 0 cst réellement 
le lieu géométrique des points de contact des courbes intégrales de 
l'équation (23). 

Exemple 5. Trouver des solutions singulières de l'équation 
différentielle 

y (2 —3y) = 4 (1 — y). (25) 


Solution. Cherchons la CPD. En éliminant y’ entre les équa- 
tions du système 


La (2 — 3y)* — 4 (1 — y) = 0, 
2y (2 — 3y)* = 0, 
on obtient 

(2 — 3y})* (1 — y) = 0. (26) 


76 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE [CH. I 


En mettant l'équation (25) sous la forme 


ee 
dy 2V1—y° 


on trouve son intégrale générale 
ÿ (A — y) = (x — CY. 
Cherchons la CCD. En éliminant C entre les équations du système 
Fe-N S 
2(x7—C) = 0, 


on aura 
y* (1 — y) = 0. (27) 


Ainsi, des (26) et (27) on tire 
CPD = (1 — y) (2 — 3y}° = 0, 
CCD = (1 — y) y* = 0. 


Le facteur 1 — y figure dans la courbe de p-discriminant et dans 
la courbe de C-discriminant à la première puissance et donne une 


Enveloppe 


/ 
[NIV ON Lieu des points 


VANAVINWE 
WA VAY 


Fig. 22 


enveloppe, ce qui signifie que la fonction y = 1 est une solution sin- 
gulière de l'équation (25). On vérifie par une substitution directe 
que y = 1 satisfait réellement à l'équation. 

L'équation 2 — 3y = 0 figurant à la deuxième puissance dans 
le p-discriminant et ne rentrant pas dans le C-discriminant donne 
le lieu des points de contact (C°). 

Enfin, l'équation y = 0 figurant à la deuxième puissance dans 
le C-discriminant et n’apparaissant pas dans le p-discriminant donne 
le lieu des points nodaux (N*) (fig. 22). 

Exemple 6. Trouver des solutions singulières de l'équation 
différentielle 


3y = 22y — y. (28) 
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Solution. a) Cherchons la courbe de p-discriminant. En déri- 
vant (28) par rapport à y’, on obtient 


4 ! Eee ? : 
0O=2x——7y", d’où y =+—.. (29) 
En portant (29) dans (28), on trouve l'équation de la CPD: 
CPD = 6y — x° = 0. (30) 


b) Cherchons l'intégrale générale de l'équation (28). En désignant 
y’ par p, écrivons (28) sous la forme 


By = 2rp— + pe. (31) 


En dérivant les deux membres de (28) par rapport à x et en tenant 
compte du fait que y’ = p, on aura 


pr? — 2p? = (225— 4p) À, d'où 


» d 
(z2— 2p) (p—2r = (. 


En annulant le premier facteur x? — 2p = 0, on obtient (29) et la 
ù dp 
relation p —21< — 0 donne 
Cx = p°. (32) 


En éliminant le paramètre p entre les équations (31) et (32), on 
trouve la solution générale de l'équation 
(28) : 
(3y + 2C)° = 4Czxi. (33) 
c) Cherchons la courbe de C-discrimi- 
nant. Dérivons (33) par rapport à C, il 
vient 
2C = 2° — 3y. (34) 
En portant (34) dans (33), on obtient l'équa- 
tion de la CCD: 
CCD = (6x — x$) x = 0. 


D'après les schémas symboliques (16) 
et (17) on conclut que 6y — x° = 0 est Fig. 23 
l'enveloppe de la famille de paraboles semi- 
cubiques (33) et x = 0est le lieu géométrique des points pinces (le fac- 
teur x figure dans l'équation de la CCD à la troisième puissance) 
(fig. 23). On vérifie par la substitution dans l'équation (28) que 
y = 2/6 est solution alors que x = 0 n’est pas une solution (pour 
x = 0 l'équation (28) n’a pas de sens). Ainsi, la solution y = x°/6 
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est une solution singulière (enveloppe de la famille de courbes inté- 
grales). 


Dans les exemples qui suivent, trouver des solutions singulières 
si elles existent : 


260. (1 + y'?) y? — 4yy' — 4x = 0. 

261. y? — 4y = (. 

262. y'5 — 4ryy + 8y? = 0. 

263. y’? — y = 0. 

264. y’ = y + a. Pour quelle valeur du paramètre a cette 
équation a-t-elle une solution singulière ? 

265. (zy" + y}° + 3x° (xzy' — 2y) = 0. 

266. y (y — 2xy'}? = 2y'. 

267. 8y'° — 12y'? = 27 (y — x). 

268. (y — 1} = y°. 

En utilisant le C-discriminant, trouver des solutions singulières 
des équations du premier ordre connaissant leurs intégrales générales. 


269. y=y ay ++, y=Cr+ C4. 
270. (2zy + y}? = y?y", y(C—zx) = C?. 


271. yy?+y2—1, (x—C}?+y2=1. 

272. y2—yy +e*=0, y=Ce ++. 

273. 3xy'2— Gyy' +z+2y—=0, x2+C(x—3y) +C'=0. 
274. y=xy + V'ay 2 +02, y=Cx+V aC?+ be. 


S 12. Problèmes divers 


Intégrer les équations suivantes: 
275. y = (x — y} + 1. 
276. x sin z-y" + (sin x — x cos x) y = sin x Cos z — x. 


277. LL + ycos x = y" sin 2x,n 5% 1. 


278. (2x3 — 3xy°) dx + (y° — 3x°y) dy = 0. 

279. (5xy — 4y? — 6x?) dr + (y? — 8xy + 2,5zx°) dy = 0. 
280. (3xy° — x°) dr + (3x°y — 6y? — 1) dy = 0. 

281. (y — xy° In x) dx + zdy = 0, u = p(x:y). 

282. (2xy e*? — x sin x) dr + e** dy = 0. 


283. y — : 


7 2r— y? ° 
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284. 
285. 
286. 


287. 
288. 
289. 


290. 
291. 


292. 


293. 
294. 
295. 
296. 
297. 
298. 
299. 
300. 
301. 
302. 
303. 
304. 


305. 
306. 


307. 


308. 
309. 
310. 


311. 
312. 
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2 L'xy = 3x + y.. 
Tyy" — ÿ = 2. 
dz dy 


(2z—1) y —2y— ie 


(x — y + 3) de + (8x + y + 1) dy = 0. 
y' + cos I cos +. 
y" (3x° — 2x) — y (6x — 2) = 0. 


TY?y — y = _ d. 


({+ev)dr+ev =) dy = 0, y|,=1 = 1. 


(z® + y?) dr — xy dy = (. 

@ — y + 2) dr + (x — y +3) dy = 0. 

(xy® + y) dx — x dy = 0. 

(2° + y? + 2x) dx + 2y dy = (. 

(z — 1) G® — y +1) dr = (y + 1) (2° + x + 1) dy. 
(x — 2zy — y)y + y = 

y cos x dx + (2y — sin x) dy = (0. 

y — À = e*+?, 

2 (25 + 22$y — y?x) dr + (y? + 2x*y — xt) dy = 0. 
2°y"y" = 2xy — y, n Æ —2. 

[3 (x + y) + ay" = 4 (x + y) + b*. 

(x — y*) dx + 2xy dy = (. 


? 9 1 
Ty +y=y?ln2, Y|x=1 = >. 


sin (In x) dx — cos (In y) dy = (. 
_ Oy2— Gy + 2 

y VA —2:+5 * 
(5z — Ty + 1) dy + (x + y — 1) dr = 0. 
+ y +1) de + (2x + 2y — 1) dy = 0, yle1 = 2. 
ydz + 2 (x° — xy°) dy = 0. 

r y+2  \* 
y =2 ( z+y—1 | | 
Montrer qu’une courbe symétrique de la courbe intégrale 


de l'équation 4x°?y'? — y* = xy° par rapport au centre O (0, 0) 
sera aussi une courbe intégrale de cette équation. 


‘80 ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE [CH. I 


313. Trouver des lignes intégrales de l'équation différentielle 
y" + xy'? — y = 0 qui sont des droites. 

314. Trouver une courbe sachant que l’aire de la surface, com- 
prise entre les axes des coordonnées, cette courbe et l’ordonnée de 
tout point de cette courbe, est égale au cube de cette ordonnée. 

315. L'’aire de la surface comprise entre une courbe, les axes des 
coordonnées et l’ordonnée d’un point quelconque de cette courbe 
est numériquement égale à la longueur de l’arc correspondant de la 
courbe. Trouver l’équation de cette courbe sachant qu’elle passe par 
un point M (0, 1). 


CHAPITRE II 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND ORDRE 
ET D'ORDRES SUPÉRIEURS 


$ 13. Notions fondamentales et définitions 
Une équation différentielle d'ordre n est de la forme 
F(z, y,y,y",..., y") = 0 
ou encore, si elle est résolue par rapport à y” 
y =f(yiy, ..., y). (1) 


Le problème qui consiste à trouver une solution y = œ (x) de 
l'équation (1) satisfaisant aux conditions initiales 


Ylx=x0 = Yo: leu, …..) LR) PRE ee (2) 
s'appelle problème de Cauchy pour l'équation (4). 


Théorème d'existence et d’unicité de la solution du problème 
de Cauchy. Si, dans l'équation (1), la fonction f (x, y, y’, y”, ... 
su. UD 

a) est continue en tous ses arguments x, y,y', y", ..., y") dans 
un certain domaine D de leur variation ; 


b) possède dans le domaine D des dérivées partielles TL. ., 
(] Î / " (n—1 
Op par rapport aux arguments y,y ,y",..., y", 


alors il existe un intervalle zx, —h<x<zx,+h dans lequel il existe une 
solution unique y — (x) de l'équation (1) qui satisfait aux conditions 


2. ! à n- __ M1) 
Ulx=xo = Yo» y lx=xo = Yos EU D () 


où les valeurs x = zo, y = Yo Y = y,,. 


| | …., YTD = yR D sont 
comprises dans le domaine D. 


Pour une équation du second ordre y” = f (x, y, y’) les condi- 
tions initiales sont de la forme 
/ , 
Ylx=xo = Yo: y [xemxo — Yo: 
OÙ Zo;s Yo Y, Sont des nombres donnés. Dans ce cas, le théorème 
d'existence et d'unicité signifie géométriquement que par un point 
6—0874 


82 ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE ET D'ORDRES SUPÉRIEURS [CH. IT 


donné M5 (To: Yo) du plan zOy il ne passe qu une seule courbe dont 
la pente de la tangente a la valeur donnée y;. 


Considérons, par exemple, l'équation y” = siny’ +e”**# et 
les conditions initiales 
Ylx=xo = Yo: Ÿ |) = Vo: 


Dans ce cas, f(x, y, y’) = sin y’ + e-**. Cette fonction est 
définie et continue pour toutes les valeurs de x, y, y’. Ses dérivées 
partielles par rapport à y et y’ sont respectivement égales à 

OR , ôf 

dy. ze" v, D FA = COS'y” 
et sont partout des fonctions continues et bornées de leurs arguments. 
Par suite, quelles que soient les conditions initiales 


Ylaexo = Ycs y” Jamo — ÿ 


il existe toujours une solution ex une seule de cette équation qui 


satisfait à ces conditions. @ 
On appelle solution générale d'une équation différentielle d'ordre 


n (1) l'ensemble de ae ses solutions définies par la formule y — 


A CC se. Cn) contenant nr constantes arbitraires C.,, 

2 , Ch telles que Si les conditions initiales (2) sont données, 
il iste Fe valeurs C.. 6. . os telles que y = œ (x, CL Ce 
..., Ch) seront solutions de l'é cb ion (1) ee à ces condi- 


tions initiales. 
Toute solution obtenue à partir de la solution . pour des 


valeurs concrètes des constantes arbitraires C,, C», . .., C, s’appel- 
le solution particulière de l'équation différentielle (4). 
Une équation de la forme ® (x, y, C1, Co, . . ., Ch) = Ô qui 


définit de façon implicite la solution générale de l'équation diffé- 
rentielle s'appelle intégrale générale de cette équation. En donnant 
aux constantes C,, C:, ..., C, des valeurs numériques concrètes 
admissibles, on obtient une intégrale particulière de l'équation dif- 
férentielle. Le graphique de solution particulière ou d'’intégrale 
particulière s'appelle courbe intégrale de l'équation différentielle 
donnée. 

Exemple 1. Montrer que y = C,x + C, est la solution générale 
de l’équation différentielle y” = 0. 

Solution. Montrons que y = C,xz + C, vérifie l'équation donnée 
pour toutes les valeurs des constantes C, et C.. En effet, on a y” — 
= C;,, y" = 0. 

Soient données maintenant les conditions initiales quelconques 
Ylx=xo = Yor Y'lx=xo= Ye. Montrons que les constantes C, et C2 
peuvent être choisies de manière que y = C,x + C, satisfasse à ces 
conditions. On a y = C;x + Co, y" = C;. En posant x = xs, on 
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obtient un système 
qe = Cito + Co 
Yo a Ci, 


qui permet de définir univoquement C, = y, et Ce — Yo — Zoÿs- 
Ainsi, la solution y = y, (x — xo) + yo satisfait aux conditions 
initiales données. Géométriquement, cela signifie que par tout point 
Mo (Zor Yo) du plan zOy il ne passe qu’une seule droite ayant le 
coefficient angulaire donné y. 

La donnée d’une seule condition initiale, par exemple y|,.x, = 
= Yo, définit un faisceau de droites ayant pour centre le point 
M5 (os Yo), C'est-à-dire qu’une seule condition initiale ne suffit 
pas pour dégager l'unique solution. 


316. L'’équation différentielle y” — 2V/ y’ possède deux solutions 
Y (t)=0, ye (x) = 24/3 qui satisfont aux conditions initiales 
Y|x=xo = 0, Y'|x=xo = 0. Pourquoi ce résultat n'est-il pas en contra- 
diction avec le théorème d'existence et d’unicité de la solution du 
problème de Cauchy ? 

317. Les graphiques de deux solutions d’une équation donnée 
sur le plan x0Oy peuvent-ils être tangents en un certain point (xzo, Yo) 
pour l'équation : a) y” = 2° + y; b)y" = x° + y°; cy""= 2°? + y°? 

Dans les problèmes qui suivent, montrer que les fonctions don- 
nées sont solutions des équations indiquées: 

318. y = x (sin x — cos x), y” + y = 2 (cos x + sin x). 

319. y = 2° In x, xy”' — 2. 

320. x+C—=et, y" — y? 


a t 
321. . Rd 
y =, 
ts 
z=Ci+—, 
322 5 y'y3=1. 
y=Ci+—, 


Montrer que les fonctions données sont les solutions générales des 
équations correspondantes : 


323. y = C,sinxz +C,cosz, y” +y = 0. 

324, y = Ce + Ce + A1, y" — 3y + 2y = 2. 

Montrer que les relations données sont des intégrales (générales 
ou particulières) des équations indiquées: 

329. (x—C:)2+(y— C2) =1, 

y'=(1+ y, 

326. y2—1+(1— x)?, y'2+yy"=1, 

6* 
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$ 14. Equations différentielles admettant 
un abaïissement de l’ordre 


Lé 


Indiquons quelques types d'équations différentielles qui admet- 
tent un abaissement de leur ordre. 
I. L'équation de la forme y — f(x). Après l'avoir intégrer 
successivement x fois on obtient la solution générale 
zn-2 


EL zn-1 
dj. [oder at Gr + 


n 
ñn 


+. + Cnarz + CC, 


I. L'équation ne contient pas de fonction cherchée ni de ses 
dérivées jusqu’à l’ordre k — 1 y compris: 
F (x, y, y, …..) y") = (0. 


L'ordre d’une telle équation peut être réduit de 4 unités par la 
substitution y® (x) = p (x). Alors l'équation (1) prend la forme 


F(z,p,p,..., pr) =0. 


De cette dernière équation on définit, si c'est possible, p — 
= f(x, Ci, Cos : « ., Cn-r) et ensuite on trouve y de l'équation 
yo = f(x, Ci, Co, . . ., Chr) en l’intégrant k fois. 

III. L'équation ne contient pas de variable indépendante : 


F(y,y,y",..., y®) = 0. 


La substitution y’ = p permet d’abaisser l’ordre de l'équation 
d’une unité. Dans ce cas p est considéré comme une nouvelle fonction 
inconnue de y:p = p(y). Toutes les dérivées y’, y”, ..., y" 
s'expriment par des dérivées de la nouvelle fonction p par rapport à y: 


r _ dy 
y = dx E P; 


En introduisant ces expressions dans l’équation au lieu des dérivées 
y',y”,..., y, on obtient une équation différentielle du (n—1)-iè- 


IV. L'équation F(x, y, y',..., y"®) = 0 est homogène par 
rapport aux arguments y, y’, y”, . .., y", c'est-à-dire 


F (x, ty, ty", ..., ty) = EF (a, y, y’, ..., y). 
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L'ordre d’une telle équation peut être abaissé d’une unité par 


e e d « e e. 
la substitution y — aie *, où z est une nouvelle fonction inconnue 
de x:2 — z (x). 


V. L'équation écrite en différentielles 
F (x, y, dx, dy, d°y, ..., d'y) = 0, 


dans laquelle la fonction F est homogène par rapport à ses argu- 
ments x, y, dx, dy, d°y, ..., d’y si l’on considère que zx et dx sont 
du premier degré et y, dy, d°y, etc., sont de degré m. Alors SL sera 


de degré m — 1, y de degré m — 2, etc. 

Pour abaisser l’ordre, on effectue la substitution z = e!, y — 
— ue"*, Il en résulte une équation différentielle entre w et t qui ne 
contient pas de £{ sous forme explicite, c’est-à-dire admettant un 
abaissement de l’ordre d’une unité (cas III). 

Considérons des exemples illustrant les divers cas d’abaisse- 
ment de l’ordre des équations différentielles. 

Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation y” = 
— Sin ZX + Cos x. 

Solution. En intégrant successivement cette équation, on a: 


y" = —cosz+sinxz<+C;, 
y'=—sinz—cosz+Cix+C, 


y—=Ccosxz—sin 24 Ci + Cor + Co: 


Exemple 2. Trouver la solution générale de l'équation y” = 


In x : ; ; re 7 Lu 
—=—; et dégager une solution qui satisfait aux conditions initia- 


les Y|x=1 Fe 0, Y |x=1 a L: Ulis = 2. 
Solution. Intégrons cette équation successivement trois fois, 
il vient 


y= | DE d ee 0: 
ÿ'=—Intz—Inz+ Cyr + Ca (1) 


T Jo Ta 
y=—-Inz+ Ci + Cox + Ca 
Cherchons une solution satisfaisant aux conditions initiales données. 


Portons les conditions initiales y|x=1 = 0, y'|x=1 = 1, y"|x=1 = 2 
dans (1), on aura 


T+Cr+C=0,  CitCo=t,  —1+Ci=2. 
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D'où C, = 3, Co = —2, Ca = 1/2. La solution cherchée sera 
y — — + intz+ 07 +. 


Exemple 3. Résoudre l'équation y” = V1 + (y"}. 

Solution. Cette équation ne contenant pas de fonction cherchée 
y ni de sa dérivée, posons y” = p. Après cela l’équation prend la 
forme 


d ————— 
Es =V1+ pe. 
En séparant les variables et intégrant, on obtient 
e*+C1_ p-(x+01) 
De 
Remplaçons p par y”, il vient 
ex +C1_ ge (x+0C1) 
2 


En intégrant successivement, on aura 
et +Cit (+01) 
2 


LA 


e*+C1—_ 9 (x+01) 


+C, et Y = —— ——— + Cor + Ca 


’ 


ou 
y=sh(r +C,) + Cor + Cas 


Exemple 4. Résoudre l'équation zyŸ — ylV = (. 

Solution. L'’équation ne contient pas de fonction cherchée ni 
de ses dérivées jusqu’au troisième ordre y compris. Dès lors, en 
posant ylV = p, on obtient 


x —p=0, d'où  p=Cix, ylV=Cir. 
En intégrant successivement, on trouve 
y" = Ci + Co y = Ci + Cor + Co 
U = CT + Cr 5 + Cor + Cie 
y= Caen + Ca + Ca + Cu + Css 
ou 


= Cyx5 + C2xs LE Car? + Cr + Css; 


où C,=C;/120, C,=C;/6, Ca= C2. 
Exemple 5. Résoudre l'équation y” + y’? = 2e. 
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Solution. L’équation ne contient pas de variable indépendan- 
te x. En posant y” = p, y” = pe , on obtient une équation de Ber- 
noulli 


En effectuant la substitution p* = z, on la ramène à une équation 
linéaire 

dz __… 

“dy + 2z = 4e ; 
dont la solution générale est z = 4e + C,e-2. En remplaçant 
z par p° = y'?, on obtient 

= + V4e + Cie”2r. 
Séparons les variables et intégrons, il vient 
z+C=+t Va +Cy d'où  e+Ci=(r+ Ci), 


où C1 = C1/4. C’est l'intégrale générale de l'équation donnée. 
Exemple 6. Résoudre l'équation z°yy” — (y — xy'})°. 
Solution. L'équation donnée est homogène par rapport à y, y’, 
y". L'ordre de cette équation se trouve réduit d’une unité par la 


| 4 . zdx L # : 
dr ns y = el , Où z est une nouvelle fonction inconnue de 
LT. n a 


js Patio) 


En portant l'expression de y, y’, y” dans l'équation, on obtient 


12 (z' + 22) RACE Gi ed 


Simplifions par ee il vient 


22(z2 + 2)=({— 2x2), ou zx? +2rz—1. 


C'est une équation linéaire. Son premier membre peut s’écrire sous 
la forme (x°z)’ = 1, d’où 


x?z=z+C}, ou Z2=—+— 


Calculons l'intégrale 


| z dx — | (=+2) dx = In |x| — + In C:. 
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La solution générale de l'équation donnée sera 


C 

y=e jee RS Lg Bou y=Czre +. 
En outre, cette équation possède une solution évidente y = 0 qui 
est obtenue de la solution générale pour C2 = (,. 

Exemple 7. Résoudre l'équation 2Sy" = (y — xy'}*. 

Solution. Montrons que € ‘est une équation homogène généralisée. 
En considérant x, y, y’, y” comme étant de degrés 1, m, (m — i) 
et (m — 2) respectivement et en égalant les degrés de tous les termes, 
on obtient 


3 + (m — 2) = 2m, | (2) 


d’où m = 1. La résolubilité de l'équation (2) est la condition d'homo- 
généité généralisée de l'équation. 
Effectuons la substitution x = et, y — uet. Puisque 


à +. (TH +u) _ du 


dr dz et __ dt 3 
dt 
d dy du du 
dy dt (+) dt? Le dt (+ dE de) 
dr? dz LE et 0 dt? dt /? 
dt 


l'équation donnée prend, après la simplification par le facteur e°!, 


la forme 
d'u du \2 
ar (a) 
En posant — qi =? = pe on obtient p+p=pt. D'où 


9 


p=0 ou a, 1= p. L’ ER de la deuxième équation donne 
p=i+Ce", ou D—1+ Cie. 


La solution générale de cette équation est 
et 
Ciet+ Co L 
En revenant aux variables x et y, on obtient la solution générale 
de l'équation donnée 


u=ln 


T 
VEN Tres 
Le cas de p = 0 donne u = C ou y = Czx qui est une solution parti- 
culière obtenue à partir de la solution générale pour C, —e; 


= (. 
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Remarque. En résolvant le problème de Cauchy pour les équa- 
tions d’ordre supérieur il est raisonnable de déterminer les valeurs 
des constantes C, au cours de la résolution et non pas après la recher- 
che de la solution générale de l’équation. Un tel procédé permet de 
faciliter la résolution du problème et en outre il peut s'avérer que 
l'intégration se simplifie considérablement lorsque les constantes 
C; prennent des valeurs numériques concrètes, alors que pour des 
constantes C; arbitraires l'intégration devient difficile et même 
parfois impossible à réaliser en fonctions élémentaires. 

Exemple 8. Résoudre le problème de Cauchy y” = 2y*,y|x=0o = 1, 


Y'lx=0 = 1. 
Solution.Enposanty"=p,onobtient , KE 
d 
P nn E 2y Ù 
d'où 


d RTE 
= y + Ci ou D =VyTEC. 


Séparons les variables, il vient 


1 
2+C= | (gi+ CT ag. Fig. 24 

Au second membre de la dernière égalité nous avons une intégrale 

du binôme différentiel. Ici, m = 0, n — 4, p — —1/2, c'est-à-dire 


on à le cas non intégrable. 
Par conséquent, cette intégrale ne s'exprime pas sous forme d’une 
combinaison finie de fonctions élémentaires. Pourtant si l’on utilise 


les conditions initiales, on obtient C, = 0. Alors, _ = y*, d'où, 


compte tenu des conditions initiales, on trouve finalement y = ——. 
Exemple 9. Trouver les courbes planes dont le rayon de courbure 
est proportionnel à la longueur de la normale. 
Solution. Soit y = y (x) l'équation de la courbe cherchée. Son 
12\3/2 
rayon de courbure R = norte . La longueur de la normale 
MN à la courbe (fig. 24): MN = |y| V1 + y? 
La propriété déterminante de la courbe est définie par l’équa- 
tion différentielle 
1 
où Æ est un coeïficient de proportionnalité pouvant prendre des va- 
leurs tant positives que négatives. Ecrivons l'équation (3) sous la 
forme 
2y'y n _ 2y" 
1+y 19 — ky Ô 
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Intégrons, il vient 
RE NES 
2 dy V y \R 
In(i+y?=-+(niy|+lncsy, ou += () — 1. 


En séparant les variables et en intégrant encore une fois, on obtient 


dy 
AE 


qui est l'intégrale générale de l'équation initiale (3). 
Considérons certains cas particuliers 
1) = —1. On a 


+= | 


y dy 
z+C = | 4 Va ; 


et, après l'intégration, 
xz+C:= —V C?—y. 


On en déduit (x + C.)° + y? = C*. Les courbes cherchées sont des 
circonférences de rayons arbitraires et de centres sur l’axe Oz. 
2) k = —2. Dans ce cas on a l'équation 


z+C= | V == dYe 


En posant y — Ge — cos t), on obtient 
L C ; 
| V du = (sin t). 


Ainsi, les courbes cherchées sont définies sous forme paramétrique 
par les équations: 


z+Ca=(t—sint),  y=(1—cost). 


Ce sont des cycloïdes formés par le roulement sur l’axe Ox des cercles 
de rayon arbitraire. 
3) k = 1. Dans ce cas on a 


dy 


Va <= Ciin VS 


Ci , 


ac | 


d'où 
x+Co x+Co 


y+Vy—Ci=Cie À , y—Vy—-Ci=Cie À. 
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En additionnant les égalités obtenues, on a 


C x+Co _x+C2 z+C 
j=aile GG +e © lac 2 : 
2 Ci 


ce sont des chaînettes. 
4) k =2. Ona 
0 y 
r+C= | je var 54 C2 1. 
1 
D'où (x + C:)* = 4C, (y — C;); ce sont des paraboles dont les 
axes sont parallèles à l’axe Oy. 


Intégrer les équations suivantes: 
327. yIV=— x. 
328. y"—zx+cos x. 


329. y(z+2) 1; y(—1l)=5, y'(—1)e — 1/4. 

330. y"—zxe*, y(0) = y" (0) = 0. 334. xy" = (1 + 2x2) y'. 

331. y’—2xlnrx. 335. zy"= y + x2. 

332. xy" =. 330. zinx-y” =. 

333. zy”+y —0. 337. zy—=y' In _ : 
n y' x? : . y 2 P . V2 

398. 217; (=, y (=-S—. 

339. y"=V 1—y’2. 343. y"—V 1—y"2. 

340. zy"—y" —=0. 344. y" —1+y"2. 

341. y"—=Vi+ye 345. y" =V1+7y. 

342. y" =y"?. 


346. y” = y’ In y’; y (0) = 0, y’ (0) = 1. 
347. y" + y +2 = 0, y (0) = 0, y’ (0) = —2. 
348. y" = y (1 + y'). 

349. 3y" = (1 + y'?}$/2, 

350. y" + y"? = 0. 

351. yy" = y'°. 

352. y" — 2yy'; y (0) = y (0) = 1. 

393. 3y'y" — 2y; y (0) = y’ (0) = 1. 

354. 2y" = 3y°; y (—2) = 1, y (—2) = —1. 
359. yy + y = (. 

356. yy = y +y”. 

357. yy" = 1 + y”. 
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358. 2yy" = À + y". 

359. yy" = —1; y (1) = 1, y’ (1) = 0. 

360. yy” — y = y°y'. 

361. y” — e*; y (0) = 0, y” (0) = 1. 

362. Qyy" — 3y'* = Ay°. 

363. y" — 3yy'; y (0) — y’ (0) — 1, y" (0) = 3/2. 


364. Trouver les courbes planes dont le rayon de courbure est 
proportionnel au cube de la normale. 

365. Déterminer la forme d'équilibre d’un fil non extensible 
soumis à l’action d'une charge telle que la force agissant sur chaque 
unité de la projection horizontale soit la même (chaînettes des ponts 
à chaînes). 

366. Trouver le temps qu’un corps doit mettre pour tomber sur 
la Terre depuis une altitude de 400 000 km (distance approchée 
entre la Lune et le centre de la Terre), si cette altitude est comptée 
à partir du centre de la Terre et le rayon de la Terre est approxima- 
tivement égal à 6400 km. 

367. Etablir la loi de mouvement d’un point matériel de masse 
m suivant une droite OA sous l’action d’une force de répulsion inver- 
sement proportionnelle à la troisième puissance de la distance du 
point x = OM au centre fixe 0. | 

368. Un corps de masse m tombe depuis une certaine altitude avec 
une vitesse v. Au cours de sa chute le corps subit une résistance pro- 
portionnelle au carré de la vitesse. Trouver la loi de mouvement du 
corps tombant. 

369. Trouver une courbe qui passe par l’origine des coordonnées 
et telle que l’aire du triangle formée par la tangente à la courbe en 
un certain point, l’ordonnée de ce point et l’axe Oz soit proportion- 
nelle à l’aire du trapèze curviligne formé par la courbe, l’axe Ox 
et l’ordonnée de ce point. 

370. Trouver l’équation d'une courbe dont le rayon de courbure 
est égal à une constante. 


$ 15. Equations différentielles linéaires 
d'ordre n 


1°. Indépendance linéaire des fonctions. Wronskien. Détermi- 
nant de Gram. Soit donné un système fini de n fonctions y, (x), 
Yo (€), - .., Un (x) définies sur l'intervalle (a, b). Les fonctions 
Ya (T), Ye (x), . . ., y, (x) sont dites linéairement dépendantes sur 
l'intervalle (a, b) s’il existe des constantes @;, &+, . .., &, non 
toutes nulles et telles que pour toutes les valeurs de x prises dans 
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cet intervalle on ait l'identité 
OV (TZ) + Goÿo (x) +... + œnyn (x) = 0. 

Si cette identité n’est vérifiée que pour & = % =... — Œn —= 0» 
les fonctions y, (x), Ye (x), . . ., y, (x) sont dites linéairement indé- 
pendantes sur l'intervalle (a, b 

Exemple 1. Montrer que le système de fonctions 1, x, zx°, x 
est linéairement indépendant sur l'intervalle (—oo, +00). 

Solution. En effet, l'égalité &,1 + or + at? + ox = 0 ne 
peut être vérifiée pour tout æ E (—oco, +oo) que si & = @o = 
= &s = à, = 0. Si l’un au moins de ces nombres n'est pas nul, on 
aura au premier membre de cette égalité un polynôme de degré non 
supérieur au troisième et ce polynôme ne pourra s’annuler que pour 
tout au plus trois valeurs de x comprises dans l'intervalle considéré. 

Exemple 2. Montrer que le système de fonctions e1*, eñ:*, 
ehsx, où k,, k:, k4 sont deux à deux distincts, est linéairement indé- 
pendant sur l'intervalle —o << x << +00. 

Solution. Raisonnons par l’absurde en supposant que le système 
donné soit linéairement dépendant sur cet intervalle. Alors 


aehiz L œeh:x + oehx = () (1) 


sur l’intervalle (—co, +) et l’un au moins des nombres &,, @», 
a; est différent de zéro, par exemple &s<0. En divisant les deux 
membres de l'identité (1) par e1i*, on aura 


C7 + do e(hr—h1)x + aaeths—h,)x = (), 


Dérivons l'identité, il vient 


Oo (Ko — K3) ea RE Los (k3— k4) es = Q, (2) 
Divisons les deux membres de l’identité (2) par e(#2—*1X : 
An (ko — ks) + os (k3— 3) es hi: = 0. (3) 


Dérivons (3), il vient 
C3 (ka — k4) (k3— ko) Rs h)x = 0, 


ce qui est impossible car &; = O0 par hypothèse, k3 Æ k1, k3 ho 
par condition et ehs—h2)x = (, 

Notre supposition sur la dépendance linéaire du système donné 
a abouti à une contradiction, ce quisignifie que ce système de fonc- 
tions est linéairement indépendant sur l'intervalle (—o, +), 
c'est- à-dire que l'identité (1) ne sera vérifiée que pour &;, = &: = 
= Us 

Exemple 3. Montrer que le système de fonctions e% sin fx, 
e%*cos Br, où B 0, est linéairement indépendant sur l'intervalle 
—00 TZ TZ LT +00. 
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Solution. Déterminons les valeurs de &, et «, qui vérifient l’iden- 
tité 


ae% sin Pr + «ex cos Br = 0. (4) 
Divisons le tout par e%x* =£ 0: 
a, Sin fx + «, cos Pr = 0. (5) 


En portant dans (5) la valeur de x = 0, on obtient &«, = 0 et donc, 
sin fx = 0; mais la fonction sin fx n'est pas identiquement nulle 
si bien que «, = 0. L'identité (5) et donc l'identité (4) n’ont lieu 
que pour &, = à = 0, ce qui veut dire que les fonctions données 
sont linéairement indépendantes dans l'intervalle —o << x << oo. 

Remarque. En passant, nous avons démontré l'indépendance 
linéaire des fonctions trigonométriques sin fr, cos fx. 

Exemple 4. Démontrer que les fonctions 


sin x, sin(z+), sin (z—<+) (6) 


sont linéairement dépendantes dans l'intervalle (—o, + ). 
Solution. Montrons qu'il existe des nombres &,;, &,, &«, non tous 
nuls et tels que dans l'intervalle —oo << x << +o on ait l’inden- 
tité 
. . I ._e 
a, sinx+@ sin (z++)+assin (z—+)=0. (7) 


Supposons vérifiée l'identité (7); posons, par exemple, x = 0, x — 
— s/4, x — x/2. Alors, on obtient un système homogène de trois 
équations à trois inconnues &, Œo, Ug! 


— 0, 


. IT . 
@ Sin —@3 sin 


I 

‘8 

en 75 + desin Be + a sin += 0, (8) 
0. 


5r 3r 
@ + sin + C3 sin = 


Le déterminant de ce système est 


e ELA e. I 
O0 sin 7 —-SNn 
| . 37 . 
À = V5 SNS SI 5 = (,. 
| sin EL sin RL 
8 8 


Par suite, le système homogène (8) possède des solutions non nulles, 
c'est-à-dire qu'il existe des nombres «&;, &,, «; dont l’un au moins 
est non nul. Pour trouver un tel triplet de nombre «&;, &+, &s, pre- 
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nons, par exemple, les deux premières équations du système (8): 


Q HA Q IT — () 
Œo SIN $g' "ASIN , 


L Sit+asin += 0. 


75 
De la première équation on tire æ&, —= &s, de la deuxième a; — 
= —2 cos . &s. En posant a; = 1, on obtient une solution non nulle 
du système (8): 


ay= —2cos — Lo == À, Ls = 1. 


8 9 
Montrons maintenant que pour ces valeurs de &;, &, &4 l'identité 
(7) sera vérifiée pour tout zx € (—c, +) *). On a 


@ sin zx +, sin (z++)+asin (r— —)= 


8 
=— 2 cos + sin x+2sinzxcos s+—=0, 


quel que soit x. Par conséquent, le système de fonctions (6) est linéai- 
rement dépendant sur l'intervalle —o << x << +oo. 

Remarque. Pour le cas de deux fonctions on peut indiquer un 
critère plus simple d'indépendance linéaire. À savoir, des fonctions 
p, (x) et p: (x) seront linéairement indépendantes sur un intervalle 
(a, b) si leur rapport n’est pas identiquement égal à une constante 
(RE P1 (2) ZE const ) sur cet intervale; si # G) =cçconst, les fonctions 

F2 (x) Pa (x) 
seront linéairement dépendantes. 
Exemple 5. Les fonctions tg x et ctg x sont linéairement indé- 


pendantes sur l'intervalle O0 << x << F car leur rapport tg x/ctg x — 


= tg* x =£ const dans cet intervalle. 
Exemple 6. Les fonctions sin 2x et sin x cos x sont linéairement 
dépendantes dans l'intervalle —oo << x << +oo parce que leur rap- 


sin 2x 2sinzx cosz 3 
port > >= 2 = const dans cet intervalle (aux 
sin TZCUS ZT S1n TZ COS TZ 
e k e e LA sin 2x Lé e e 
points de discontinuité de la fonction == nous définissons ce 


rapport suivant la continuité). 


*) La dépendancelinéaire des fonctions sin x, sin (a + =): sin (2 — =) 
peut être établie si l’on remarque que sin (= + 3) + sin (z _ =) _ 


TL: - : ñ nl T 
= 2 cos Zsinz, ou sin (2 + =) -+ sin (:—2) — 2cos2 Sinz=0. 
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Soient nr fonctions y, (x), Yo (x), . . ., y, (x) possédant des déri- 
vées d'ordre (7 — 1). Le déterminant 


ÿ1 (x) ÿ2 (Z) ses: Un(e) 
LA ENT Le UE AUS 
y (x) y (x) -.. yn (x) 


s'appelle wronskien de ces fonctions. En général, le wronskien est 
une fonction de x définie dans un certain intervalle. 


Exemple 7. Trouver le wronskien des fonctions y, (x) —=eh:x 
Ya (x) = ef, y3(x) = ehx, 
Solution. On a 
eh:x e2X ehsx 
W [Yas Ya ysl==|hkelti® koelt kjeh:x|— 
k'ehix kiehksx  kiehsx 
== OCatRatha)t (fe — ko) (ka — 4) (ks — 2). 
Exemple 8. Trouver le wronskien des fonctions y,(x) =sinx, 


Y2 (x) = sin (++) , ÿys(x) = sin (z—+) : 
Solution. On a 


sin z sin (+4) sin (2-5) 
W Tyi, Yo, ysl—=| CoSx cos (++) cos (x—+) = 0, 
—sinz —sin (++) — sin (2-5) 


puisque la première et la dernière lignes du déterminant sont pro- 
portionnelles. 


Théorème. Si un système de fonctions y, (x), ya (x), . - ., Yn (Z) 
est linéairement dépendant sur un intervalle fermé la, b], son wronskien 
est identiquement nul sur cet intervalle. 


C'est ainsi, par exemple, que le système de fonctions sin x 
sin x + =) , Sin (z — à Jest linéairement dépendant dans l’interval- 


Je (—o, —+o) et le wronskien de ces fonctions est partout nul 
dans cet intervalle (v. exemples 4 et 8). 

Ce théorème fournit la condition nécessaire de dépendance linéaire 
d'un système de fonctions. Sa réciproque n’est pas vraie, c’est-à-dire 
que le wronskien peut s'annuler identiquement aussi dans le cas où 
les fonctions données forment un système linéairement indépendant 
sur un certain intervalle. 
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Exemple 9. Considérons deux fonctions 


0, si 0L:<7, 
ÿ1 (x) = 
+), si <<; 
(z—5), si 0<r<+, 
#2 (x) = 4 
0, si 5 <rK1. 


Leurs graphiques sont représentés sur la fig. 25. 
Ce système de fonctions est linéairement indépendant car l’iden- 
tité œjy1 (x) + &oÿo (x) = 0 n'est vérifiée que pour &;, — &, = 0 


: Z/ on obtient 
Goo (x) = 0, d'où &, = 0 parce que y, (x) = 0; or, sur l'intervalle 
[ZT 1 | on a œÿ, (x) = 0, d’où a, = 0 puisque y, (x) =£ 0 sur cet 
intervalle. 

Cherchons le wronskien W [y.,, y.] de ce système. Dans l’inter- 


valle [ 0, : | - 


En effet, si on le considère sur l’intervalle fermé [0 


0 (ef) 
W [y1, Ye] = A\ = 0, 
0 2(:—3) 
dans l'intervalle [+ 1]: 
. ' 0 
W [y:, yel = d = (. 


Ainsi, le wronskien W [y,, y,] = 0 sur l'intervalle [0, 11]. 
71-0874 
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Soit donné un système de fonctions y, (x), Yo (Z), + + ., Yn (&) 
définies sur l'intervalle [a, b]. Posons 


b 
Qu v)= fnta)ys (a) da, à, j=1,2, ..., 2. 


Le déterminant 


(Uas Ya) (Uas Ya) +. (Ya Un) 
D'(yas Vas ces Un) =|(Vas V4) (Uas Va) ++. (Yas Un) 
(Uni Y1) (Un: Ve) ++. (Un: Un) 
s'appelle déterminant de Gram du système de fonctions {yx (x)}. 
Théorème. Pour qu'un système de fonctions y, (x), y: (x), . .. 


+. + Yn (&) soit linéairement dépendant, il faut et il suffit que son 
déterminant de Gram soit nul. 


Exemple 10. Montrer que les fonctions y: =z, ÿye = 2x 
sont linéairement dépendantes sur l'intervalle [0, 1]. 
Solution. On a 


1 1 
1 2 
(Ya y) = ar =5 (Vi, Vo) mm (Yes Vi) = 2 dr =; 


1 
4 
(Y2s Ye) = | 4x? dr=; 
ri) 


T'(y:, y2) = =0, 


œ[n = 
cœof# ct 


par conséquent, les fonctions y, (x) et y, (x) sont linéairement dé 


pendantes. 


ss” 


Etudier si les fonctions données sont linéairement indépendantes 
dans leur domaine de définition : 


371. 4, x. 375. sin Z, Cos x, cos 2x. 
972: 1: 2: 7% %", 376. 1, sin x, cos 2x. 
373. x, 2x, x°. 377. 5, cos? x, sin° x. 


374. e*, ze”, x°e*. 

378. cos x, cos (x + 1), cos (x — 2). 
379. 1, sin 2x, (sin x — cos x)’. 
380. x, algax (x > (). 

381. 1g, x, lg, «(x >> 0). 


$ 15] 


382. 
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4, arcsin x, arccos x. 


383. 5, arctg z, arcctg x. 


384. 


385. 


21, arctg —— , arcctg}—. 


axt ax X ati 
e 2,e r (eo dt. 
0 


1 


886. x, z | À dé (70 > 0). 


Xo 


387. Montrer que le système de fonctions 


Yi (x), Yo (x), es Yn-1 (x), 


définies sur l’intervalle (a, b) est linéairement dépendant sur (a, b). 
388. Montrer que si le système de fonctions 


Yi (x), Yo (x), ....) Un (x) 


est linéairement indépendant sur l'intervalle (a, b), alors tout sous- 


système de ce système de fonctions est aussi linéairement indépen- 
dant sur (a, b). 


Dans les problèmes qui suivent trouver le wronskien des systè- 
mes de fonctions indiquées : 


389. 
390. 
391. 


392. 


393. 
394. 


395. 
396. 


1, &: 397. 
de 398. 
LT 

1, 2, æ2. 399. 
e#, re *. 400. 
e*, 2e*, e*. 401. 
2, cos zx, cos 2x. 402. 
; , TI 

sinzxz, sin (+5) : 403. 
arccos —, arcsin —. 404. 

ñl ñ 


TT, arcsin Z, arccos zx. 


4, sin2x, cos 2x. 


x, In x. 

1 
4 = 
F e*. 


e*sin x, e* cos x. 
e”3 sin 2x, e”%* cos 2x. 


COST, Sin zx. 


sin (52), cos (5x). 


Dans les problèmes qui suivent, montrer que les fonctions don- 
nées sont linéairement indépendantes et que leur wronskien est 
identiquement nul, construire les graphiques de ces fonctions: 


405. 


7e 


z?, si —1<z<0; 
n (= | 

0, si 0<zr<i. 

0, si —1<z<0; 
va (e) = | : 

zx?, si 0<r<i. 
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0, si 0LIz<2; 
(z— 2}, si 2<Lr<4. 
(zx— 2}, si 0Kzr<2; 
ve (2) = | 0, si2<r<4. 
as, Si —2<xz<0; 
0, si 0<zr<1. 
0, si —2< 7<0; 
va(= | 
22, si 0<zr<1i. 
408. y (r) = 2, y =zir|;, —1<r< 1. 
409. En se servant du déterminant de Gram, montrer que les 


systèmes de fonctions indiqués dans les problèmes 373, 377 et 379 
sont linéairement dépendants sur [—x, xl. 


406. y; (x) = 


407. y, (x) = 


20. Equations linéaires homogènes à coefficients constants. 
Considérons l’équation différentielle 


aoy) + aym- D +... Hay =0, (9) 


OÙ gs js + + + An SOnt des constantes réelles. 

Pour trouver la solution générale de l'équation (9) procédons 
comme suit. 

1) Ecrivons l'équation caractéristique de l'équation (9) 


doÀÂ+a At iL...+a, =0. (10) 


2) Cherchons les racines À, A+, . .., An de l'équation caracté- 
ristique (10). 

3) D'après la nature des racines de l'équation caractéristique 
(10), écrivons des solutions particulières linéairement indépendan- 
tes de l'équation différentielle (9) en tenant compte du fait que: 

a) à chaque racine réelle simple À de l'équation caractéristique 
(10) correspond une solution particulière eÂ* de l'équation diffé- 
rentielle (9); 

b) à chaque couple de racines conjuguées simples À, = « + iB, 
he — à — if de l'équation caractéristique (10) correspondent deux 
solutions particulières linéairement indépendantes ex cos fz, 
e%x sin fx de l'équation différentielle (10); 

c) à chaque racine réelle À de multiplicité s de l’équation caracté- 
ristique (10) correspondent s solutions particulières linéairement 
indépendantes ex, rex, x’ehx, ..., x°-lox de l'équation diffé- 
rentielle (9); 

d) à chaque couple de racines conjuguées À, = à + if, À, — 
— &« — if de multiplicité s correspondent 2s solutions particulières 
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linéairement indépendantes de l’équation caractéristique (9) 
e%Xcosfz, re%cosfr, ..., x°1e%x cos Br, 
e“sinfir, ze“sinfir, ..., z'1e%x sin fr. 


Le nombre de solutions particulières ainsi construites de l’équa- 
tion différentielle (9) est égal à l’ordre de cette équation. 

Toutes les solutions construites sont linéairement indépendantes 
et forment le système fondamental de solutions de l'équation diffé- 
rentielle (9). 

Exemple 1. Trouver la solution générale de l’équation 


y" — 2y" — 3y = 0. 
Solution. Ecrivons l'équation caractéristique 
5 — 20° — 3À = 0. 
Cherchons ses racines: À; = 0, À, = —1, À3 = 3. Puisqu'elles sont 
réelles et distinctes, la solution générale est de la forme 
Ugun — C, + Core + Cet. 
Exemple 2. Trouver la solution générale de l'équation 
y" + 2y" + y = 0. 
Solution. L’équation caractéristique est de la forme 
+2 +A=O. 


D'où À = À = —1,À3 = 0. Les racines sont réelles et l’une d'elles 
à savoir À — —1 est double de sorte que la solution générale est de 
la forme 


Ugh — Ce* + C,ze”* + C3. 


Exemple 3. Trouver la solution générale de l'équation y” + 
+ 4y" + 13y' = 0. 
Solution. Son équation caractéristique 


AS + 4? + 13X = 0 


possède les racines À, = 0, À, = —2 — 3i, À4 = —2 + 8i. La solu- 
tion générale est 


Ygn = C1 + Ce cos 3x + C;e-* sin 3x. 
Exemple 4. Trouver la solution générale de l'équation 
yŸ— 2y"9 + 2y"— 4y" + y —2y = 0. 
Solution. Son équation caractéristique 
A5 — 2M + 28 — 4 Hi —2 = 0, 


ou 
G — 2) (2 + 1) = 0 
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a une racine simple À = 2 et deux racines imaginaires doubles 
À = +i. La solution générale est 
Yen = Ce + (C, + Cr) cos x + (C4 + Ci) sin z. 
Exemple 5. Résoudre l'équation 
yIV + 4y"" + 8y" + 8y" + 4y = 0. 
Solution. Ecrivons l’équation caractéristique 
A4 + 4AS + SA? + 8A + 4 — 0 ou (A? + 24 + 2}? = 0. 


Elle possède des racines complexes doubles À, = Às = —1 — à, 
À3 = À, = —1 + iet donc la solution générale aura la forme 

Yen = Ce * cos x + Ce * sin x + C,re* cos x + Cixe* sin x, 

ou 


Yen = 6 * (C; + Cr) cos x + e* (C, + Cix) sin x. 

Etablir les équations différentielles linéaires homogènes connaise 
sant leurs équations caractéristiques : 

410. 9? — GX + 1 = 0. 413. À (À + 1) (À + 2) = 0. 

411. À +3 +2 = 0. 414. (2 + 1} = 0. 

412. 2X° — 3X — 5 = 0. 415. À = 0. 

Etablir les équations différentielles linéaires homogènes con- 
naissant les racines des équations caractéristiques et écrire leurs 
solutions générales : 

416. À — TL: À — 2. 

417. À — 4, Âo — 4. 

418. À, = 3 — 2i, Ào = 3 + 2i. 

419. À — 4. ho —= 4, À — L: 


Composer les équations différentielles linéaires homogènes con- 
naissant les systèmes fondamentaux de solutions: 


420. e"*, e*. 426. e*, re*, x? e. 

421. À, e*. 427. e*, xe*, e*. 

422, e*, re **. 428. 1, x, e*. 

423. sin 3x, cos 3x. 429. À, sin x, cos x. 

424. À, x. 430. e°**, sin x, cos x. 
425. e*, e°*, 6°. 431. 1, e*sin x, e* cos tx. 


Intégrer les équations suivantes et résoudre le problème de 
Cauchy là où il est indiqué: 

432. y” — y = 0. 

433. 3y” — 2y" — 8y = 0. 
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434. y” — 3 y" + äy y = 
y (0) = 1. y (0) = 2, y” "{o) = 3. 
435. y” + 2y + y =0(. 
436. y" — 4y' + 3y = 0, 
ÿ (0) = 6. y' (0) —"40. 
437. y" + 6y”" + 11y' + 6y = 0. 
438. y” — 2y — 2y = 0. 
439. yYI + 2yV + IVy = 0. 
440. 4y” — 8y" + 5y = 0. 
441. y" — 8y = (. 
442. yiV + 4y"" + 10y" + 12y'" + 5y = (0. 
443. y" — 2y" + 2y = 0, y (0) — 0, y’ (0) = 1. 
444. y" — 2y" + 3y = 0, y (0) = 1, y’ (0) = 5. 
445. yIY + 2y" + 4y"" — 2y" — 5y = 0. 
446. yY + 4yiV + 5y"" — Gy — 4y = (. 
447. y" + 2y" — y — 2y = (. 
448. y" — 2y" + 2y" = 0. 


449. yIV — y = 
450. g° = 
451. y” — 3y' — 2y = 0. 


452. y” — 3y" + y = 0. 
453. y" + y" = 0; y (0) = 1, y’ (0) = 0, y” (0) = 1. 


3°. Equations linéaires non homogènes à coefficients constants. 
A. Méthode des coefficients indéterminés (méthode de sélection). Soit 
donnée une équation différentielle 


ay + my? +... + any = f (x) (11) 
à coefficients réels constants @p, js Go, « + y Une 


Théorème. La solution générale de l'équation non homogène (11) 
est égale à la somme de la solution générale de l'équation homogène asso- 
ciée et de l’une quelconque des solutions particulières de l'équation non 
homogène. 


La recherche de la solution générale de l'équation homogène 
associée s'obtient en appliquant les règles exposées plus haut au 
n° 2. Ainsi, le problème d'intégration de l’équation (11) se ramène 
à la recherche de la solution particulière y,., de l'équation non 
homogène. Dans le cas général, l'intégration de l'équation (11) peut 
être réalisée par la méthode de variation des constantes arbitraires 
(v. plus loin, n° 5). Pour les seconds membres de forme spéciale, la 
solution particulière peut être obtenue plus simplement par la 
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méthode des coefficients indéterminés. La forme générale du second 
membre f (x) de l'équation (11) pour laquelle on peut appliquer la 
méthode des coefficients indéterminés est la suivante 


f(x) = e% [P, (x) cos Br + Q, (x) sin Bzrl, 


où P, (x) et Q,, (x) sont des polynômes de degrés / et m respective- 
ment. Dans ce cas, la solution particulière y,., de l’équation (11) 
est cherchée sous la forme 


Dp.n = c'e [P, (x) cos Br + 0, (x) sin Br], 


où = max (ml), P, (x) et Q, (x) sont des polynômes en zx de degré k 
de la forme générale à coefficients indéterminés, alors que s est la 
multiplicité de la racine À = & + if de l'équation caractéristique 
(si & + if n’est pas racine de l’équation caractéristique, alors s = 0). 

Exemple 1. Trouver la solution générale de l’équation y” — 
—Y + —y=i+z. 

Solution. L'équation caractéristique À% — À? + À — 1 — 0 pos- 
sède des racines distinctes À, = 1, Às = — i, À$ = i de sorte que 
la solution générale de l’équation homogène associée Yy.h Sera 


Yg.n = C18% + C, cos x + C; sin zx. 
Puisque le nombre zéro n'est pas racine de l’équation caracté- 


ristique, la solution particulière y,.. de l’équation donnée doit être 
cherchée sous la forme (v. tableau 1, cas I (1)): 


Up.n — A1 + At + As, 


où À,, A:, A, sont des coefficients, pour le moment inconnus, qu’on 
doit déterminer. En introduisant l'expression de y». dans l’équa- 
tion donnée on obtient 


—A,7° + (24, ee. À») TZ + (4: _* 2A, — À;) = x? + TZ, 


d’où 
A, = — 1, 
2A,— À, — 1, 
A2 — 24, — As = 0. 
En résolvant ce système, on trouve À, = —1, 4, = —3, 4, — —1, 


de sorte qu’une solution particulière soit 
Yp.n = —2 — 37 — 1 
et la solution générale y,. de l'équation donnée est de la forme 
Yen = Cie + C2 cos x + Ca sin æ — r° — 3x — 1. 


Exemple 2. Trouver la solution générale de l'équation y” 
— y" — 127? + 6x. 
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Tableau 1 


Tableau récapitulatif de formes des solutions particulières pour 
les différentes formes des seconds membres * 


Seconé membre 


| ; Racine de l'équation Formes de la solu- 
n° | pin caractéristique tion particulière 
I Pm (x) 4. Le nombre zéro n'est pas Pn (x) 
racine de l'équation différen- 
tielle 
2. Le nombre 0 est racine 2SPm (x) 
de multiplicité s de l’équa- 
tion caractéristique 
IT Pm (x) e** 4. Le nombre « n'est pas Pr (x) e%* 
racine de l'équation caracté- 
ristique 
2. Le nombre & est racine tPm (x) e%* 
de multiplicité s de l'équa- 
tion caractéristique 
III Pa (x) cos Br + 4. Les nombres +if ne Py (x) cos Pr + 
+ Qm (x) sin Br | sont pas racines de l’équation On (x) sin Pr 


caractéristique 


2. Les nombres +if sont | z°(Px (x) cos Br + 
racines de multiplicité s de + Ok (x) sin Pz) 
l'équation caractéristique 


IV |e%*[Ph(z)cosfBz+| 1. Les nombres œ+if ne (Pr (x) cos Br + 
+ Qm (x) sin Pr] | sont pas racines de l'équation + On (x) sin Br) e* 


caractéristique 
. 2. Les nombres « + if sont | z° (P, (x) cos Pr + 
racines de multiplicité s de | +0, (x) sin Br) e%* 


l'équation caractéristique 


* Les trois premières formes des seconds membres sont des cas particuliers 
de la forme IV. 
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Solution. L'équation caractéristique A°—A2=0 ayant comme 
racines À = Ào = 0, Às = 4, la solution générale de l'équation 
homogène associée sera 


Ug.h — C; +- C,x + Ce’. 
Puisque le nombre 0 est une racine double de l'équation caractéris- 
tique, il convient de chercher une solution particulière sous la 
forme (v. tableau 1, cas I (2)) 
Yp.n = L? (Aux? + Aor + A3) = Auté + AT + Ar? 
En introduisant l'expression de y,.\, dans cette équation, on aura 
—12A,x? + (244, — 64.) x + (64: — 243) = 12r° + Gx, 


d'où 
—124,—12, 
24A1— 64, —6, 
64, —243=0. 
Ce système admet pour solution: À, = —1, A, = —5, As = —19 
et donc 


Yp.n = —2 — 52° — 157°, 


La solution générale de l'équation donnée est 


Yg.h = Ca + Cor + Ce — ri — Sr$ — 157. 

Exemple 3. Trouver la solution générale de l'équation y” + y’ = 
= 4er. , 

Solution. L’équation caractéristique À? + À = 0 ayant comme 
racines À, = 0, À; — —1, la solution générale y,. de l’équatior 
homogène associée sera 

Yg.h = C1 + Ce. 
Puisque & = 1 n'est pas racine de l'équation caractéristique, la 


solution particulière yp.n de l'équation non homogène sera cherchée 
sous la forme (v. tableau 1, cas IT ({)) 


Yp.n — (A1? + AoT + A3) 0°. 


En l’introduisant dans l'équation initiale et en simplifiant par e* 
les deux membres de l’équation, on aura 


A2? + (64, + 24.) x + 24, + 34, + 24, = Art. 


En identifiant les coefficients des mêmes puissances de z dans les 
premier et second membres des égalités, on obtient un système linéaire 
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d'équations pour déterminer les coefficients À,, A, A3: 


2A, = 4, 
{ GA, + 24» — 0, 
2A,;, + 34 » + 243 0, 
dont la résolution donne À, = 2, 4, = —6, A; = 7 si bien que 


Yp.n = (22? — 6x + 7) ex. 
La solution générale de l'équation donnée est 
y (x) = C, + Cie + (22° — 6x + 7) e*. 


Exemple 4. Trouver la solution générale de l'équation y” + 
+ 10y° + 25y = 4e. 
Solution. L'’équation caractéristique À? + 104 + 25 = 0 possè- 


de une racine double À, = À, = —5, si bien que 
Yg.n = (C1 + Cox) ex. 
Puisque & — —5 est racine de multiplicité s = 2 de l'équation 


caractéristique, la solution particulière y,., de l’équation non homo- 
gène sera cherchée sous la forme (v. tableau 1, cas II (2)) 


Yp.n = Pzr?e"* ; alors 
Yo. n = B (27— 5a?) er, 
Yp.n = PB (2— 20x + 257?) ex. 
En introduisant les expressions de ÿp.n» Ypo. ns Yp.n dans l'équation 


initiale, on obtient 2Be-%* = 4e-%*, d'où B = 2 et donc Yp.n — 
= 2r*e-*, La solution générale de l'é Étion donnée est 


y (x) = (C1 + Cox) 7% + 2r'e 5, 
Exemple 5. Trouver la solution générale de l'équation 
y” + 8y' + 2y = zx sin x. 
Solution. Premier procédé. L'équation caractéristique À? + 34 + 
+ 2 = 0 ayant comme racines À, = —1, À, = —2, on a 
Ye.n = C0 * + Ce, 
Puisque le nombre à n’est pas racine de l'équation caractéristique, 


on cherchera la solution particulière y... de l’équation non homogène 
sous la forme (v. tableau 1, cas III (1)): 


= (4;z + 4.) cos x + (B,x + B.) sin x; 
alors 
Ypin = (41 + B: + Bt) cos z + (B; — 4: — Aix) sn x 
Yp.n — (2B1 — A: — ÀA,x) cos x — (24, + B: + B,zx) sin z. 
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En introduisant ces expressions dans l’équation initiale, on aura 
(2B, — A, — Ar) cos x — (24, + B, + B,zx) sin x + 
+ 3 (45 + B, + B,zx) cos x + 3 (B, — À, — A,x) sin x + 
+ 2 (A4,xz + À) cos x + 2 (Biz + B.) sin x = xsin zx, 
or 
[(41 + 8B,) x + 84, + 4, + 2B, + 3B,] cos x + 
+ [(—34, + B,) x — 24, — 34, + 3B, + B,lsinx =zxsinz. 
On en déduit un système d'équations linéaires en À;, À,, B,, B;: 
Ai+3B;i=0, 
344 + 42+2B1+3B;=0, 
— 34, +Bi=1, 
— 2A,—34, +3B,+B,—0. 
La résolution de ce système donne À, = —3/10, À, — 17/50, B, = 


= 4/10, B, = 3/25 et une solution particulière y,., s'écrira sous la 
forme 


3 17 1 3 : 
Yp.n "= ( — 40 2+<) COS zx + (H:+) SI1D ZT. 
La solution générale de l'équation donnée est 
= 3 17 
y (x) = Cie? + Ce m+(_ ste) Cos z + 
Â 3 à 
+ (+) S1D x. ® 
Dans le cas où le second membre f (x) contient des fonctions 
trigonométriques sin zx et cos fx, il s’avère plus commode d'utiliser 
le passage aux fonctions exponentielles. Illustrons ce procédé sur un 
exemple. Soit à résoudre l'équation différentielle 
y" + y = zcos zx. 
Ici, À + 1 = 0,1 = —i, À, = i et la solution générale de l’équa- 
tion homogène est de la forme 
Yg.h = C1 cos z + Ca sin zx. 
Une solution particulière de l’équation non homogène Yypn 
devra être cherchée sous la forme 
Ypen = TZ [(4,x + À) cos x + (B,x + B;) sin rl. 
Procédons comme suit. Considérons l’équation 
z" + z = zef*, (12) 
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On conçoit aisément que le second membre de l'équation initiale 
représente la partie réelle du second membre de l'équation (12): 


z cos x — Re (ze). 

Théorème. Si une équation différentielle à coefficients réels L [y] — 
= f, (x) + if, (x) a une solution y = u (x) + iv (x), alors u (x) est 
solution de l'équation L [y] = f, (x) et v (x) est solution de l'équation 
L [yl = f, (x). 

Cherchons z,.n de l'équation (12): 

Zp.n = (4x + B) xet* = (Az? + Bzr)eï, 
Zp.n = 246% + 2 (24x + B) iei® — (Ar? + Br) efx. 


En introduisant dans l'équation (12) et en simplifiant les deux mem- 
bres par e‘*, on aura 


2A + 4Azi + 2Bi = x, 
d'où 4Ai — 1, À — —i/4, À + Bi — 0, B — —A/i — 1/4; si bien 
que 
Zp. n = ( +47) ex — ( —+ +73) (cos x + à sin x) — 
= FOSETP EME | je 00 E 
D'où, en vertu du théorème 


zcosz—+zr?sinz 
Yp. n = Re 29. n = — 7 — — 


Ce procédé permet parfois de simplifier et de réduire les calculs 
liés à la recherche des solutions particulières. 

Deuxième procédé. Résolvons cet exemple par le passage aux 
fonctions exponentielles. Considérons l’équation 


2" + 8z° + 2z = rex, (13) 


Il est facile de voir que le second membre de l’équation initiale est 
égal à la partie imaginaire de xef* : 


x sin z — Im (xe'*). 
Cherchons la solution z,,n de l'équation (13) sous la forme 
Zp.n = (4z+B)e', 
alors 
Z.n= 40 *+i(4r+Bje, 25.n=—2i4ei"— (Ar + B) ei, 
En introduisant ces expressions dans (13) et en simplifiant par 
e‘*, on obtient 
2Ai — Az — B + 34 + 3Aix + 3Bi + 24x + 2B = x, 
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d'où 
A+3äi=i, 
nd 
si bien que 
SL B À (8+2i) _ 6 17 ; 


= 1x 140 40° = 1H — 50 | 50 
Ainsi, 
pu = (IT — 3t TE S+i7) gts — (IS ASE) (cos z + à sin 2) = 


(5z+ 6) cos r+(15z— 17) sin z . (5z+6) sin z+(17—15x) cosz | 
Ur 


L 
d’où 


Yp.n = IMZ,.» = sin z +—— — TE cos T, 


ce qui coïncide avec la solution y... trouvée plus haut. 

Exemple 6. Trouver la solution générale de l’équation y” + 4y — 
— sin 27. 

Solution. Considérons l'équation z° + 4z — ef*. On a 


sin 2r = Ime**, et donc Yp.n — IM Zp.n. 


L'équation caractéristique À° + 4 = 0 possède des racines simples 


M.e = +2i. Par conséquent, on cherchera une solution particulière 
sous la forme (v. tableau 1, cäs III (2)): 


Zp.n — Az e**, 
alors 


Bin = —4Az eti* + 4Aïetix. 


En introduisant les expressions de 2,.2 et Z5.n dans l'équation et en 


simplifiant par e**, on obtient 4Ai — 4, d'où À — —i/4 et donc 
2e 4 ; . 1 
2ix — ; 
Zpn= — pire" *—=xsin2z—ixxcos 2z. 


Une solution particulière de l'équation non homogène donnée sera 


Yp.n = IMzp.n = — À cos 2x. 


Exemple 7. Trouver la solution générale de l'équation #° — 6y' + 
+ 9y = 25ef sin z. 

Solution. L'’équation caractéristique À? — 64 + 9 = 0 ayant 
comme racines À, — À; — 3, la solution générale y,., de l'équation 


homogène sera 
Yr.n = (C1 + Cox) ex. 
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Les nombres 1 + i ne sont pas racines de l’équation caractéristique 
si bien qu'on cherchera une solution particulière y,., sous la forme 
(v. tableau 1, cas IV (1)) 


Yp.n = 6* (a cos x + b sin Z). 


En introduisant l'expression de ÿp.n dans l'équation et en simpli- 
fiant les deux membres par e*, on obtient 


(3a — 4b) cos z + (4a + 3b) sin x = 25 sin z. 
D'où on tire le système 
3a — 4b — 0, 4a + 3b = 25, 
dont la solution est a = 4, b = 3 et par suite 
Yp.n = €* (4 cos x + 3 sin x). 
La solution générale de l'équation donnée est 
y (x) = (C; + Cox) e® + e* (4 cos x + 3 sin zx). 
Exemple 8. Trouver la solution générale de l'équation 
y" + 2y" + 5y = e* cos 2x. 
Solution. L'’équation caractéristique À° + 24 + 5 = O0 ayant 


comme racines À,» = —1 + 2i, on a 
l Yen = (C1 cos 2x + C, sin 2x) e+. 
Le nombre « + if = —1 + 2i étant une racine simple de l’équa- 


tion caractéristique, une solution y», devra être cherchée sous la 
forme (v. tableau 1, cas IV (2)) 


Yp.n = Z (À cos 2x + B sin 2r) e*, 
alors 
Yon = 6 * (4 — Az + 2Bx) cos 2x + (B — Bx — 2A7x) sin 2x], 
Yo.n = 6 * [(—24 — 34x + 4B — 4Br) cos 2x + 
+ (—2B — 3Bz — 4A + 4A7zx) sin 2x]. 


En introduisant les expressions obtenues pour y». et ses dérivées 
dans l'équation initiale et en simplifiant par e-*, on aura 


—44 sin 2z + 4B cos 2x = cos 2x, 
d'où À = 0, B = 1/4 et donc 
Yp.n = 1/47e* sin 2x. 
La solution générale de l'équation donnée sera 
y (x) = (Ci cos 2x + C, sin 2x) e* + 1/4re sin 27. 
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Déterminer la forme de la solution particulière de l'équation 
différentielle linéaire non homogène, connaissant les racines de son 
équation caractéristique et son second membre f (zx): 


454. 
M=0,À =1; fr) = a +br+e. 
A4 =0,À =0; f(2) = a +brz+e. 


M=i ke =2; fi) = a +bz+e. 


457. M = 1, À = 2; f(x) = e* (az + b). 
458. À = —1, À = 1; f(x) = e* (ax + b). 
459. À = —1, Ào = —1; f(x) = e* (ax + b). 
460. À, = 0, À, = 1; f (x) = sin zx + cos x. 
461. À = —i, Ào = i; f (x) = sin z + cos z. 
462. À = —2i, Àe = 2i; f (x) = À sin 2z + B cos 2z. 
463. À = —ki, À, = ki; f (x) = À sin Àxz + B cos kr. 
464. À = 1, À = 1; f(x) = e* (4 sin zx + B cos x). 
465. À = —1 — i, Às = —1 +i; f(x) = e* (4 sin z + 
+ B cos x) 

466. À, = À: = Às = 1; f(x) = ar + br + c. 
467. 1 = 0, Àe = 1, Às = 2; f(x) = ax + bz + c. 
468. À = Àe = 0, Às = À; f(x) = ax° + bz + c. 
469. À, = À = Às = 0: f(x) = a + br +ce. 
470. A = i, Àe = —i, Às = 1; f (x) = sin x + cos z. 
471. a) A =0, À =1, 

b) 24 =k, A1, 

c) M=k=k, f(x) = (ar + bz+c)e", 

d) À4=A=0, Às=1, |k#0, k=Æ1. 

€) 4M=b=k, À3=1, 

Î) A =h= sk 
472. à) Àk=À=1, 23 —2, 


473. 


b) 4=—i, b=i, | Lo Ff@)=asinz+bcos 2. 


a) À =3—2i, À —=3+ 21, 
As=A=0, _— 

b) M=h=3— 9, f(x) = e%* (sin 2r + cos 2z). 
As= À =3 +21 


Pour les équations différentielles linéaires non homogènes sui- 
vantes, déterminer la forme de la solution particulière : 


474. 
475. 
476. 


y" + 3y" = 3. 
y" — Ty" = (x — 1}. 
y" + 3y" = ef. 
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.y" + 7y = ex. 
. y” — 8y" + 16y = (1 — x) e*. 
« y” — 10y" + 25y = ex. 


3 
. Ay"—3y =". 
. y" — 4y' = ze“. 
. y" + 25y = cos 5x. 
. y" + y = sin z — cos x. 
. y” + 16y = sin (4x + a). 
« y” + 4y" + 8y = e* (sin 2x + cos 27). 
+. y” — 4y" + 8y = e* (sin 2z — cos 2x). 
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487. y" + 6y° + 13y = e% cos 2x. 

488. y” + k°y = k sin (kz + a). 493. y" + y” = 3. 
489. y" + k°y = k. 494. y — y = 1. 
490. y” + y = x. 495. yIV — y = 2. 
491. y" + 6y" + 11y° + Gy = 1. 496. yIV — y" = 3. 
492. y" + y = 2. 497. y — y" = 4. 
498. yIV + 4 4y" = 1. 

499. yiV + 2y + y" = eë. 

900. ylV + 2y" + y” 6 

501. ylV + 2y" + y" = ze * 

502. ylV + 4y” + 4y = sin 2z. 


. YIV + 4y" + 4y = cos zx. 

. YIV + 4y°" + 4y = zx sin 2z. 

. YIV + 2n°y" + n'y = a sin (nx + a). 
« YIV — Qn°y" + n'y = cos (nxz + a). 
. YIV + 4ÿ" + 6y" + 4y° + y = sin z. 
. YIV — 4 + 6y" — 4y + y = 

. YIV — 4y" + 6y" — 4y° + y = re. 


Résoudre les équations linéaires non homogènes suivantes: 


910. 
511. 
512. 
916. 
917. 
018. 
519. 
520. 


8—0874 


y" + 2y" + y = —2. 913. Y” + y" = 1. 
y" + 2y +2=0. 514. 5y" — 7y" — 
y” + 9y — 9 = 0. 515. yIV — 6y" + 
3yIV + y" = 2, 


yIV — 2" + 2y" — 2y + y = 1. 
y" — 4y" + 4y = x. 

y" + 8y" = 8x. 

y" — 2ky + ky=e, (kzÆ1). 


3 = 0. 
6 = 0 
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521. y” + 4y' + 4y = 8e *. 

522. y" + 4y' + 3y = Je*x. 

523. 7y" — y’ = 147. 

524. y” + 3y = 3rer*%, 

525. y” + 5y° + 6y = 10 (1 — r) e-*. 
526. y” + 2y" + 2y = 1 + zx. 


527. y +y +y=(r+x)e. 

528. y” + 4y' — 2y = 8 sin 27. 

529. y” + y = 4x cos x. 

530. y” — 2my' + m'y = sin nr. 

531. y” + 2y° + 5y = e* sin 2z. 

532. y” + ay = 2 cos mx + 3sinmxz (m'# a). 
533. y” — y —= e* sin z 

534. y” + 2y' = 4e° (sin x + cos x). 
535. y” + 4y° + 5y = 10e-* cos z. 

536. 4y° + 8y = zx sin z. 

537. y” — 3y" + 2y = ze*. 

538. y” + y — 2y = r'e“. 

539. y” — 3y" + 2y = (1° + x) e**. 

540. y" — y +y —y=1 + x. 

541. ylV — 2y" + 2y" — 2y + y = ee. 
542. y" — 2y + y = 1. 


543. yIV by" = 2° + x. 

544. y" + y = r° sin x. 

545. y” + 2y + y = re * cos z. 

546. y” — y = sin zx. 

547. yIV — 2y" + y = cos x. 

548. y" — 3y" + 3y — y = e* cos 2x. 

549. y” — 4y° + 5y = e* (sin x + 2 cos x). 


B. Principe de superposition. Parfois, pour chercher des solutions 
particulières des équations linéaires non homogènes il est commode 
de se servir du théorème suivant: 


Théorème (principe de superposition). Si y, (x) est solution de 
l'équation 


do (2) + a (2) y +... Han (x) y = fr (2), 
k=1,2,...,m, 
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m 
alors la fonction y (x) = > Ya (x) est solution de l'équation 
k= 


ao) + a (+ an (ve S fa Co. 


Exemple 9. Résoudre l’équation 
y” — Gy” + Jy = 4e* — 16e, (14) 
Solution. L'équation caractéristique À° — 64 + 9 = 0 ayant 


comme racines À, = À: = 3, la solution générale y,. de l'équation 
homogène associée sera 


Ye.n = Cie + Core”. 


Pour trouver une solution particulière y... de l'équation (14) cher- 
chons des solutions particulières de deux équations 


y" — 6y" + y = 4er, (45) 

y” — 6y" + Jy = —16e. (16) 
L'équation (15) a une solution particulière y, de la forme y, = Ae” 
(v. tableau 1, cas II (1)). En introduisant l'expression de y, dans 
l'équation (15), on trouve À = 1, si bien que y, = e*. Cherchons 
une solution particulière de l'équation (16) sous la forme Ys = 
— Bz°e* (v. tableau 1, cas II (2)). On trouve y, = —8zr*e*. 

En vertu du principe de superposition, la solution particulière 
Up.n de l'équation donnée sera égale à la somme des solutions y, et 
y, des équations (15) et (16): 

Yp.n = Yi + Ye = 0° — Bx*e*. 
La solution générale de l'équation (14) est 
y = (C;, + Cox) e% + e° — 8xr°ex, 
Exemple 10. Résoudre l'équation 
y" — 2y" + 2y" = 4cos zx cos 3x + 6 sin° zx. (17) 

Solution. En utilisant les identités trigonométriques connues, 

ramenons le second membre de l'équation (17) à la forme canonique 
4cos z cos 3x + 6sin* x = 2cos 4x — cos 2x + 3. 

L'équation initiale (17) s'écrira. 

y" — 2y" + 2y" = 2cos 4x — cos 2x + 3. (18) 
La solution générale de l'équation homogène y’° — 2y” + 2y' = Q 
sera 

Yg.h = C1 + (C, cos zx + C, sin x) &. 

ge 
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Pour chercher une solution particulière de l'équation (18), utilisons 
le principe de superposition. A cet effet, cherchons des solutions par- 
ticulières de trois équations 


y" — 2y°" + 2y' = 2cos 4x, (19) 
y" — 2y" + 2y —= —cos 2x, (20) 
y" — 2y" + 2y' = 53. (21) 


En se servant de la méthode des coefficients indéterminés, on trouve 
des solutions particulières y,, y. et ys des équations (19), (20) et 
(21) respectivement 


UP + (cos 4z— sin 4x) : 


141 /1 . 3 
Yr= 3 (5 sin2z—cos2r) , V3 5 Le 


D'après le principe de superposition, une solution particulière de 
l'équation non homogène (8) sera 


Yp. n = _ (cos 4z—+ sin 4x) _ = — COS 2r) ++ 2: 
La solution générale de l'équation initiale sera 
y=Ci+(C:cosz+C,;sin x) e* + _ (cos4r—+ sin 4z )+ 


4 sin 2z 3 
+5 | 2 —cos2r)+5r 


Déterminer la forme de la solution particulière de l'équation 
différentielle linéaire non homogène, connaissant les racines de son 
équation caractéristique et le second membre f (x): 

550. a) À, = —1, À—=1, À3=2, 

b) A4 =0, À=2, À3=3, 
C) À= = — À, À = 1, 
d) M = —=À3= —1, 

En utilisant le principe de superposition, déterminer la forme 
de la solution particulière des équations différentielles linéaires 
non homogènes suivantes: 

551. y” — y — 2y = +e-*. 

552. y" + 4y = r +e“#. 

553. y” — y = x+ sin x. 

554. y” — 2y" + 2y = (1 + sin x) e*. 

555. y" —y" =1+e. 

556. y'” + 4y’ = e* + sin 2x. 


f(x) = ae"* + be”, 
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997. 
998. 
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y" + 4y = sin zx sin 2x. 
y” — 4y' = 2cos° 4x. 


Résoudre les équations linéaires non homogènes, en utilisant 
le principe de superposition pour la recherche de leurs solutions 


particulières : 
559. y" — y’ — 2y = 4x — 2e. 
560. y” — 3y" = 18x — 10cos x. 
561. y” — 2y' + y = 2 + e* sin z. 


562. 
563. 
564. 
. y” + 4y = zx sin° x. 

x yIV + y" + Qu" + Qu + y = ze + + cos r. 
y" + y" = cos* z + e° + 2°. 

. YV + 4y'" = e° + 3sin 2x + 1. 

. y" — 2y" + 5y = 10sin x + Â7sin 2z. 
.Y+y = —-e7+ex. 

«y — 2ÿ — 3y = 2r +'e* — 2e. 

. y” + 4y = e° + 4sin 2x + 2cos° z — 1. 
. Y" + 3y" + 2y = Gre* (1 — e 7). 

. y"+y=cos?2r+ sin +. 


y" + 2y" + 2y = (or + 4) e° + e +. 
y" + 2y + 5y = 4e + Â7sin 2x. 
2y" — 3y" — 2y = 5e* ch zx. 


2 


. y"—4y +5y=1+8cosr+ex. 
. y"—Qy+Iy—=e" sin? À, | 


. y” — 4y" + 4y = 4x + sin x + sin 2z. 

.Y" + 2y + y = 1 + 2cos x + cos 2r — sinb2r. 
. Y” + 67" + Jy = 18e% + 8sin x + cos z. 

. y" + 2y" + 1 = 3sin 2x + cos z. 

«y —2y" +y = 2r +e. 

. y” + y = 2sin z sin 2z. 

.Y"— y" — 2y" = 4x + 3sin x + cos z. 

. y" — 4y" = ze* + sin z + z*°. 

.YY — yIV = ze7 — 1, 

.YY+y" = zx + 2e+. 
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C. Problème de Cauchy. On sait que pour une équation linéaire 
non homogène 


y + pay DE, + pay = f(x) 


le problème de Cauchy consiste à trouver une solution de cette équa- 
tion qui satisfait aux conditions initiales (conditions de Cauchy) 


y (zo) =Yos Y° (Zo) = UR Ne (zo) = Yo”. 
Exemple 11. Trouver une solution particulière de l'équation 


y" — y = 4e* (22) 
satisfaisant aux conditions initiales 
y (0) =0, y’ (0) = 1. (23) 
Solution. Cherchons la solution générale de l'équation (22) 
y = Cje* + Cie* + 27e, (24) 


Pour résoudre le problème initial posé (22)-(23) (problème de 
£auchy), il faut déterminer les valeurs des constantes C, et C, de 
manière que la solution (24) satisfasse aux conditions initiales (23). 
En utilisant la condition y (0) = 0, on obtient €, + C: = 0. Déri- 
vons (24), il vient 


y = Cie — Ce + 287 + 27e”, 


d'où, d'après la condition y’ (0) = 1 on aura C, — C4 = —1. Pour 
déterminer C,, C; nous avons obtenu le système 
Ci+C2=0, 
cet 
dont la résolution donne C,;, = —1/2, C;, = 1/2. En portant les 


valeurs trouvées des constantes arbitraires dans la solution générale 
(24), on obtient la solution du problème initial (22)-(23) : 


y = —— e"+e*+ 2re* ou 
y—=2xe"—sh z. 
Exemple 12. Trouver une solution particulière de l’équation 
y" + 4y° + 5y = 8cos x, (25) 


qui est bornée lorsque zx —> —0co. 
Solution. La solution générale de cette équation est 


y = e-* (C, cos x + C, sin x) + 2 (cos x + sin zx). (26) 
Lorsque z—> —oo la grandeur e-2* —+ +o quelles que soient C; 


et C, non simultanément nulles, le premier termi au second membre 
de la relation (26) sera une fonction non bornée pour z -> —co, alors 
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que le deuxième terme sera une fonction bornée pour toutes les 
valeurs de x. Par conséquent, c’est seulement pour €, = C; = 0 
qu’on a une solution de l'équation (25) non bornée pour z —> —0o, 
à savoir 


y = 2 (cos x + sin x). (27) 
De plus, la solution (27) de l'équation (25) est bornée pour tous les zx: 
[y] = [2 (cos x + sinzx) | L2(|cosz | + |sin x |) < 4 


pour tous les z E (—oo, +00). 
Exemple 13. Trouver une solution particulière de l'équation 


y" — 3y + 2y = 4 + 2e * cos x, (28) 


qui satisfait à la condition y — 2 pour z —+ +0. 
Solution. La solution générale de cette équation est 


y = Ce + Cie + 2 + e% (sin x — cos x). (29) 


Quelles que soient les valeurs des constantes C, et C. simultanément 
non nulles, la solution (29) est une fonction non bornée pour z + +oo. 
Pour C, = C: = 0 la solution de l'équation (28) sera la fonction 
y =2+e*(sinxz— coszx) qui vérifie évidemment la condition 
lim y—=72. Ainsi, 


x— + 00 


y = 2 + (sin x — cos x) e * 
sera une solution particulière cherchée. 


Dans les problèmes qui suivent, trouver des solutions particuliè- 
res des équations satisfaisant aux conditions initiales données : 


990. y" +y =2(41 — 2x); y (0) = 2, y’ (0) = —2. 

991, y — 6 + Jy = 92° — 122 + 2; y (0) = 1, y° (0) = 8. 
592. y” + 9y = 36e; y (0) = 2, y’ (0) = 6. 

593. y" — 4y° + 4y = 2e*; y (0) = y’ (0) = 0. 

594. y" — 5y° + 6y = (2x — 7) e* s y (0) = y’ (0) = 0. 


995. y” + y =e*; y (0) = 1, y’ (0) = —1. 

596. ” + 6y° + 9y = 10sin z; y (0) = y’ (0) = 0. 

597. y" + y = 2cos x; y (0) = 1, y’ (0) = 0. 

598. y" + 4y = sin z; y (0) = y’ (0) = 1. 

599. y” + y = o y (0) = 0, y" (0) = 1. 

600. y" — 4y" + 5y = 2r°*e*; y (0) = 2, y’ (0) = 3. 

601. y” — 6y" + 9y = 166% + 9x — 6; y (0) = y’ (0) = 1. 
602. y" — y" = —5e* (sin z + cos x); y (0) — —4, y’ (0) = 5. 
603. y” — ue + 2y = 4e° cos z; y (x) = ne’, y’ (x) = er. 
604. y'” "= —2z; y (0) = 0, y’ (0) = 1, y” (0) = 2. 
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605. yiŸ mr —= 8e"; y (0) — —1, y’ (0) — 0, y” (0) — 1, 
y'" (0) = 0. 

606. y” — y — 2x; y (0) = y’ (0) = 0, y” (0) = 2. 

607. 23 y = 8e*; y (0) = 0, y” (0) = 2, y” (0) = 4, y’” (0) = 


Dans les problèmes qui suivent trouver des solutions particulières 
des équations qui satisfont aux conditions données à l'infini: 


608. y” — 4y° + 5y = sin x, y est borné pour z—> 00. 
609. y” + 2y° + 5y = 4cos 2x + sin 2x, y est borné pour 


ZT —+ —00. 
610. y” — y’ = 1, y est borné pour z —+ co. 
611. y" — y = —2 cos zx, y est borné pour z —+ co. 


612. y” — 2y" + y = 4e*, y —+ O0 pour z — +oo. 
613. y” + 4y° + 3y = 8e* + 9, / si pOur TZ —> —00. 


614. y" — y" — 5y = À, y — + pour z-> ©. 

615. y” + 4y° + 4y = 2e (sin x + 7 cos x), y —+ O pour 
T— —00. 

616. y" — 5y° + 6y = 2e-* (Ssin 2x + 4cos 2x), y — 0 pour 
T— +oo. 

617. y” — 4y' + 4y = (9x? + 5x — 12) e*, y —+ 0 pour 
T— —+oo. 


4°, Equations d'Euler. On désigne ainsi les équations linéaires 
de la forme 


apr" yn) + arr lyn- nt, Han zy + any =0, (30) 


où tous les a; sont des constantes. Par le changement de variable 
z = et ces équations se ramènent à des équations linéaires homogènes 
à coefficients constants: 


boyi + bay +... + bnayr + bay (4) = 0. (31) 
Remarque 1. Les équations de la forme 
ao (az + D)" y + a, (az + Dj" y 
+... + an (az + b) y” + any = 0 


s'appellent elles aussi équations d'Euler et se ramènent à des équa- 
tions linéaires homogènes à coefficients constants au moyen du 
changement de variables ax + b = e!. 

Remarque 2. Des solutions particulières de l'équation (30) 
peuvent être cherchées tout de suite sous la forme y = z*. Dans ce 
cas, on obtient pour À une équation qui coïncide avec l'équation 
caractéristique de l'équation (31). 
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Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation d’Euler 
2°y" + 2zy — 6y = 0. 

Solution. Premier procédé. Effectuons le changement de variable 
z = e*, il vient 


dy 
, dy __ dt t dy 
7 de dr dt’ 
“dt 
dy” (SES) o+ 
» _ dy” __ dt __\ de dt _ ot [ dy dy 
PT de de (à )» 
dt 


et l'équation prend la forme 
d'y , dy = 
da t'a —0ÿ—0. 
L'équation caractéristique ayant comme racines À, = —3, À = 2, 
la solution générale de la dernière équation sera y = Ce + 
+ Cet. Mais puisque z = et, on a y = C;x? + Cox? ou 
y= + Cut. 

Deuxième procédé. Cherchons la solution de l'équation donnée 
sous la forme y = z*, où k est un nombre inconnu. On trouve y’ = 
= ka*-1, y" = k(k — 1) z*2. En portant dans l'équation on obtient. 

2°k (k — 1) 2-2 + Or 1 — Grt — 0, 
ou 
2À [k (k — 1) + 2k — 6] = 0. 
Mais puisque z* = 0, on a k (k — 1) + 2k — 6 = O0 ou k? + k — 
— 6 — 0. Les racines de cette équation sont k, = —3, k, = 2. 


À ces racines correspond le système fondamental de solutions y, = 
= ZT, y, = 1° et la solution générale sera comme dans le premier 


procédé 
= Cz” + Cr. & 


Les équations d'Euler non homogènes de la forme 
n 
D ay =z2P (In z), 
k=0 
où P, (u) est un polynôme de degré m peuvent être également réso- 
lues par la méthode des coefficients indéterminés par analogie avec 
la résolution d’une équation différentielle linéaire non homogène à 
coefficients constants et avec second membre de la forme e%*P,, (x). 
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Exemple 2. Résoudre l'équation d'Euler z°y” — xzy' + 2y = 
= Sin Z. 

Solution. L'équation caractéristique k (4 —1) —k +2=0 d 
&°® — 2k + 2 = O0 possède les racines k, = 1—i,k a = À + i. 
solution générale de l'équation homogène associée sera donc 


Yg.n = ZT (C, cos In x + C, sin In x). 


Une solution particulière sera cherchée sous la forme y, = 
=z(Alïlnz+B;ona 


Yp = Alnz+B+A, y, = A/z. 
Portant dans l’équation donnée, on obtient 


Az—z(Alinz+41+B)+2z(Alnz+B)=zxlnz, 
: | 


Azlnz+Brz=xzxlnz, 


d'où À =1, B—=0, Ainsi y, =zlnz. 
La solution générale sera 


y =zxt(C;, cosinz + C,sinlnz) +zlnz. 


Intégrer les équations d'Euler homogènes suivantes : 

618. x°y" + xy — y = 0. 

619. 2°y” + 3zy + y = 0. 

620. 2°y” + 2zy' + Gy = 0. 

621. zy” + y = 0. 

622, (z +2} y" +3(z +2) y — 3y = 0. 

623. (2x + 1) y" — 2 (2x +1) y + 4y = 0. 

624. z°y'" — 3xy” + 3y' = 0. 

625. z°y'" = 2y. 

626. (x + 1)° y” — 12y° = OC. 

627. (2z +1} y" +2(2r +1)y" + y = 0. 

Résoudre les équations d’Euler non homogènes suivantes : 
628. 2°y" + zy° + y = x (6 — In x). 

629. x°y" — 2y = sin In z. 

630. 22y° — zy' — 3y — 2 

631. 2°y" — Dry + 2y = 2° — Ir + 2. 

632. 2°y" + ay — y = 2", Im|#1. 

633. 2°y" + 4zy' + 2y = 21n? x + 127. 

634. (zx + 1) y" + 38 (x + 1) y° + (x + 1) y = 6ln (x + 1). 
635. (zx — 2} y" — 3(z — 2) y + 4y = x. 
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5°. Equations différentielles linéaires à coefficients variables. 
Méthode de Lagrange. Dans le cas où l’on connaît üune solution par- 
ticulière y, (x) de l'équation 


Yo + pa (7) D +... + pr (à) y = 0, (32) 


son ordre peut être abaissé d’une unité (l'équation restant linéaire) 
en posant y = y,z, où z est une nouvelle fonction inconnue et en 
effectuant ensuite le changement de variable z' = u [on peut effec- 
tuer directement le changement u — (y/y.)']. 
Si l’on connaît 4 solutions linéairement indépendantes de l’équa- 
tion (32), l’ordre de cette équation peut être abaissé de k unités. 
La solution générale de l'équation 


Yo + pi (y +... + pr (x) y = f (à) (33) 
est la somme d’une solution particulière quelconque et de la solu- 
tion générale de l’équation homogène associée (32). 

Si l’on connaît le système fondamental de solutions de l’équa- 
tion homogène associée (32), la solution générale de l'équation non 
homogène (33) peut s’obtenir aussi par la méthode de variation des 
constantes (méthode de Lagrange). 

La solution générale de l'équation (32) est de la forme 


y = Ciys + Coÿe + ee + Cnÿns 


Où Cy, Ces + + +: Cn Sont des constantes arbitraires. 
On cherchera la solution de l'équation (33) sous la forme 


y = C2) y + Ca (2) yes +... + Cn (&) Yn (34) 


où Ci(xz), Ca (x), .-.., Ch (x) sont des fonctions inconnues pour 
l'instant. Pour les déterminer on obtient le système 


27 Hors + YnCn = 0, 
yiCi+yCs +... + ynCn =0, (35) 


ge DCE + y DCi +. + yir=005 = f (a). 
En résolvant ce système par rapport à Ci (x), i = 1, 2,...,n,0on 
obtient 
qua, i=1,2..., 2 
d’où 
Cuta)= [qu (a) dr + Ts, 1; 2;::.5n;, 


où C, sont des constantes arbitraires. En introduisant les valeurs 
trouvées de C,; (x) dans (34), on obtient la solution générale de 
l'équation (33). 
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En particulier, pour une équation du second ordre 
y" + Pa (x) Y° + pe (x) y = f (x) 
le système (35) est de la forme 
ere (86) 
nC;+yC.=f(x). 
En résolvant (36) par rapport à C, et C,, on obtient 


, _ _ _Vaf (a) , _ ft) 
Ci = W [y1, Ya] ? C 7 W [Y1s Ya)” 
d'où on trouve 
— Yel (2) Fe _ Y1f (x) J 
Ci (2) E W [Y1, Ya] Dar Ci Ce (2) | W [Yas yo) me Ca 


où C, et C; sont des constantes d'intégration. 
Remarque. Pour l'équation &(z)y" + a (x) y + a, (x) y = 
= f (x), où a, (x) 1, a (x) 5 0, le système (36) s'écrira 


{ YaCi; + y2C, = 0, 


Ci +0 = LT. 


Exemple 1. Trouver la solution générale de l'équation zy" + 2y"+ 


+ zy = 0 si y, — —= = est sa solution particulière. 


Sin z 


Solution. Posons y = -z où z est une nouvelle fonction 


inconnue de z; alors 
Y'=y;2+ya7", y'=yiz+ 2y:2 + yaz”. 
Portant dans l’équation donnée, il vient 
(2yi + 2ys + 2) 2+ zyaz" + 2 (zy; + yi) z' = 0. 


Mais puisque y, = SE = est une solution particulière de l’équation 
donnée, on a zy, + 2y, + zy, = 0 et 

232" + 2 (zys + Yi) 2° = 0. (37) 
Mais pq Sr TE et donc zy;+y,—=cosz et l'équation (37) 
devient 


z” sin z + 22° cos x = (. 


Ecrivons-la sous la forme 
z 


2 49 COSZz _p 


2 sin z 
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On en obtient (In |z |+21n |sinz |) = 0, d'où 


In|z!+2In|sinz|=IncC, ou z' sin x = C1. 
L'intégration de cette équation donne z = €, ctg x + C: et par 
suite la solution générale de l'équation donnée sera 

# COST sin z 
y — —C; z + C2 z ? 


ou 


y=C: = + C2 LE (C1 = —C;). 


ares 2: US la solution générale de l'équation y” + 


Solution. La ‘solution rénale de l'équation homogène associée 
est de la forme (v. exemple {) 


sin z COS z 


+ C2 


et donc, son système fondamental de solutions sera 
sin z cos z 


z ‘? 2 zx 


Ug. b=C: 


à — 


Cherchons la solution générale de l'équation donnée en appliquant 
la méthode de variation des constantes arbitraires: 


y= Ci(x) + C, (2) 


où C, (x), C, (x) sont des fonctions de zx pour l'instant inconnues qu'on 
doit déterminer. Composons à cet effet le système suivant: 


C: (x) sm £ HC (x) PE = 0, 


COS z 
Z 


, z COS z—sin zx , — zsiDZ—COSz À 
C GG) = ——+0C, (x) SE 
On en tire C; (x) = cos x, C: (r) = — sin r. En intégrant, on 


obtient . : 
Cia) =sinrz+C, C;(x) = cos x + C2. 


En introduisant ces valeurs de C, (x) et C, (x) dans l'expression de y 
on trouve la solution générale de l'équation donnée 


” 


y=C = +E, ME +T. 


Exemple 3. Résoudre l'équation y” + y = 1/cos x. 
Solution. L'équation homogène associée sera y” + y = 0. Son 
équation caractéristique À° + 1 = 0 possède des racines imaginaires 
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A1 = —ài, À = i et la solution générale de l'équation homogène est 
de la forme 
Yen = C, cos x + C, sin z. 


La solution générale de l’équation initiale sera cherchée sous la 


forme 
y = C, (x) cos x + C, (x) sin x, (38) 


où C, (x) et C, (x) sont des fonctions inconnues de x. Pour les recher- 
cher, composons le système 


de z-C;(x)+sinz-C,(x)=0, 


—sin-C;(r)+cos z-C, (x) = ii 


Résolvons ce système par rapport à C, (x) et C, (x), il vient 
Ci(z) = —tgz; C,(x) = 1. 


Intégrons, il vient 
Ci(z) = In |cosz| C0: C: (2) = 1 + C:. 


En introduisant les expressions de C, (x) et C, (x) dans (38) on obtient 
la solution générale de l'équation initiale 


y = C1 cos x + C, sin x + cos z-ln | cos zx | + x sin z. 


Ici, cos x In |cos x| + x sin zest une solution particulière de l'équa- 
tion non homogène initiale. 

Exemple 4. Connaissant le système fondamental de solutions 
Y = Inzx, y. — x de l’équation homogène associée, trouver une 
solution particulière de l’équation 


_—— 2 
z2(1—In x) gay y = RE (39) 
qui satisfait à la condition lim y = 0. 
X—+oc 
Solution. En appliquant la méthode de variation des constantes, 
on trouve la solution générale de l’équation (39): 


y=Cilnr+Cyr+ RE, (0) 


Lorsque z — oo les deux premiers termes au second membre de 
(40) tendent vers l'infini et quelles que soient C,, C, non simultané- 
ment nulles, la fonction C, In x + C, x est une fonction infiniment 
grande quand z—> +oo. Le troisième terme au second membre de 
(40) a pour limite un zéro lorsque x —+ +, ce qu’on établit facile- 
ment à l’aide de la règle de L'Hopital. Ainsi, la fonction y = 
— (1 — 21n x)/4x qui est obtenue à partir de (40) pour C, = 0 et 
C2 = 0 sera une solution de l'équation (39) qui satisfait à la con- 
dition lim y=t0. 
X— Ho 
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Intégrer les équations suivantes connaissant l’une des solutions 
particulières y, de l'équation homogène : 

636. (2x + 1) y" + (4x — 2) y — 8y = 0; y, = ee. 

637. (2x? — x) y” + (2x — 3) y — 2y = 0; y, est une fraction 
rationnelle dont le dénominateur est représenté par des facteurs 
linéaires qui sont diviseurs du coefficient de y”. 

638. (3z + 22°)y" —6(1<+zx) y" + 6y = 6; y, est un poly- 

nôme. 

639. 2° (In x — 1) y” — 2y + y = 0, y = x. 

640. y” + (tg x — 2ctg x) y” + 2ctg* zey = 0; y, = sin x. 

641. y" + tg x.y" + cos zey = 0; y, = cos (sin x). 

642. A +z)y"+zy —y+1=0; y =2 


643. z2y"— xy — 3y = 5x", y=+. 


644. (zx — 1) y" — 2y + y = (x —1)e*; yi = er. 

645. y" + y te y=e"®; y, = cos e*. 

646. (z°—x*)y"+ (27 —22x2— x) y—y= ET; n=< 

647. y" — y + ye” = re* — À, y, = sin €. 

648. x (x — 1) y" — (2z — 1) y" + 2y = 2° (2x — 3), y, = z°. 

649. Une chaîne de 6 m de longueur glisse sans frottement"sur 
une table. Combien de temps la chaîne mettra-t-elle pour tomber si 
elle commence son mouvement à l'instant où 1 m est suspendu ? 

650. Trouver l'équation du mouvement d'un point si son accélé- 
ration en fonction du temps s'exprime par la formule a = 1, 2tet 
si pour { = 0 la distance s — 0, alors que pour t = 5 la distance 
s = 20. 

651. Un corps de masse m glisse sur un plan horizontal sous 
l'effet d'un choc qui lui a imprimé une vitesse initiale v,. Le corps 
subit l’action de frottement égal à —km. Trouver la distance que le 
corps est capable de franchir. 

652. Un point matériel de masse m = 1 est animé d’un mouve- 
ment rectiligne en s'approchant d’un centre qui le repousse avec 
une force égale à k°r (x est la distance du point au centre). Pour 


t=0,z=a, e — ka. Etablir la loi de mouvement de ce point. 


Intégrer par la méthode de variation des constantes les équations 
suivantes : 


658. J+y=— Sinz 655. y+y— <oss z ” 
654. y" — EE . y” — 
es ÿ ex+1 put Due V'sinÿzcosz ” 
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657. y"—2y+y— ET À 662. xy"— (1 + 2x2?) y = 4r° ee. 
658. y +2y+2y= 663. y”—2y'-tg r = 1. 

659. y Yes: 664. zinzx-y”—y" =In?z. 
660. y” — y’ =e*cose*. 665. xy” + (2x —1) y" = — 4x2. 
661. y”<+y”— ins 666. y" + y’ tg r = cosxctg x. 


Trouver des solutions des équations différentielles suivantes pour 
des conditions données à l'infini: 


667. 


668. 


669. 


670. 


671. 


672. 


673. 


674. 


4zy" + 2y +y=1, me y=; 


Yi=sinVzr,y= SV. 
Azy" +2" +y= EE, lim y=0. 


+o 


’ | ü 7° 
1 zx}? jé 2x = — ; lim =—, 
(+2) y +2 = HUE 
Y'|x=0 = 0. 
(—z)y"+zy —y=(z—1)2e", lim y=0, 
X— — 00 
Ylx=0 = 1; Yi, y2= €. 
222(2—Inzxz)y"+z(4—Inx)y'—y= 
ee lim y=0, y=ilnz, y=Vz. 


Z os 


PR ; , 
y"+—y'—y=4e", lim y=0, y'|xm_i = 
X—— 0 


zZ 
1. ex ex 
Er Cr 


PTT RES +zy=21lnx, 
lim y=0, y,=z, y =lnx. 


x—+00 


(z2—22)y"+(2—2)y—2(1—2)y=2(r—1), lim y=1, 
æ—+00 


Yi = 2", Y2m6". 


6°. Etablissement d’une équation différentielle à partir du système 
fondamental de solutions. Considérons un système de fonctions 


Yi (th, Ye this ces Yn (&) (41) 
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linéairement indépendantes sur le segment [a, b] et admettant toutes 
les dérivées jusqu'à l’ordre z y compris. Alors, l'équation 


Yi(x) Y2(x) ... Yn(x) y(x) 
Yi(x) Y2(z) -.. ya(z) y'(x) —0, (42) 
y (x) y (x) ... yf (x) y (x) 


où y (x) est une fonction inconnue, sera une équation différentielle 
linéaire pour laquelle la fonction y, (x), y: (x), . . ., Yn (x) consti- 
tue, comme il est facile de l’établir, le système fondamental de 
solutions. Le coefficient de y‘ (x) dans l'équation (42) est le wrons- 
kien W [y;, Ye, . . ., Yn] du système (41). Les points en lesquels ce 
déterminant s’annule seront des points singuliers de l'équation 
établie: en ses points le coefficient de la dérivée d'ordre le plus 
élevé y (x) s’annule. 

Exemple 1. Etablir une équation différentielle pour laquelle les 
fonctions y, (x) = e*, y, (x) — e-* forment le système fondamental 
de solutions. 

Solution. En appliquant la formule (42). on obtient 


e* e* y 1 4 y 
e* —e* y'|—=0 ou 1 —1 y'|=0. (43) 
e* e* y” 1 4 y” 


En développant le déterminant au premier membre de (43) suivant 
les éléments de la troisième colonne, on aura y” — y — 0. Ce sera 
justement l'équation différentielle cherchee. 

Exemple 2. Composer une équation différentielle pour laquelle 
le système fondamental de solutions est constitué par les fonctions 
Yi (2) = e**, ye (x) = e*. 

Solution. Etablissons une équation de la forme (42): 


ex’ ex y 
2x e*° —2re-* y'|—0 ou 
(2 4x2)ex" (4r2—2)e-* y” 
1 1 y 
2x —2x y'|—0. 


2+4r 4x2—9 y 


En développant le dernier déterminant suivant les éléments de la 
+ième colonne, on aura 


zy” — y — 4x y = 0. (44) 


Dans eet exemple, le wronskien W [y,, yel] — —4x s'annule pour 
x = 0. Ce fait n'est pas en contradition avec la théorie générale 


3—0874 
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d’après laquelle le wronskien du système fondamental de solutions 
d’une équation différentielle linéaire homogène 


ÿ® + pa (&) +... + Pn (x) y = 0 


à coefficients continus sur le segment [a, b] ne s’annule en aucun 
point x du segment [a, b]. En écrivant l'équation (44) sous la forme 


CL EC 
y"——y" —4xy=0, (45) 


nous voyons que le coefficient de y” présente une discontinuité pour 
x = 0 de sorte que la continuité des coefficients de l’équation (45) 
est troublée au point x = (0. 


Composer des équations différentielles pour lesquelles les systèmes 
de fonctions données forment les systèmes fondamentaux de solu- 
tions : 


675. y, (x) = sh x, y: (z) = ch z. 


676. Ua (z) = JT, Us (x) = e*. 

677. y, (x) = e*, Ye (x) = ex*/?, 

678. y, (x) = 1, Ya (x) = x, ys (x) = 2°. 

679. y, (zx) = zx, Ye (x) = Sin z, ya (x) = cos zx. 


7°. Problèmes divers. Soit y,, Ye, - . ., Yn 1e système fondamental 
de solutions de l'équation linéaire homogène 


Le + pa (x) y +... + pa (x) y = 0. 
On peut alors appliquer la formule d'Ostrogradsky-Liouville 


E « 
— À piltidt 


W(z)=W (ze *, 


où W (x) = W [y,, Ye, . . ., y] est le wronskien, et x, toute valeur 
de zx sur le segment {a, b] sur lequel les coefficients p, (x), p. (x), ... 
.. Pn (&) de l'équation sont continus. 

Exemple 1. Montrer que l'équation différentielle linéaire 
zy" — (z +2) y" + y = 0 admet une solution de la forme y, — 
— P (x), où P (x) est un certain polynôme. Montrer qu’une deuxième 
solution y. de cette équation est de la forme y, = e*Q (x), où Q (zx) 
est aussi un polynôme. 

Solution. Cherchons la solution y, (x) sous la forme d’un poly- 
nôme, par exemple du premier degré: y, = Àx + B. En portant 
dans l'équation, on trouve que —24 + B = 0. Soit À = 1, alors 
B = 2; ainsi le polynôme y, = z + 2 sera solution de l'équation 
donnée. Ecrivons l'équation donnée sous la forme 


| 2 , 1 
jy +iy=0. 
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Soit ye (x) une deuxième solution particulière de l'équation donnée 

linéairement indépendante de la première. Cherchons le wronskien 

du système de solutions y, = z + 2, y»: 

z+2 y — 
[= (z+2)y;— 0, 

14 y, 


ici, z# —2. En appliquant la formule d'Ostrogradsky-Liouville, 
on aura 


W [y1, Ye] = 


(z+2) y; —y2= W (x) e*° , 
où x, est toute valeur de zx et x, 5 0, xo 5 —2 ou 
(x + 2) y; — ye = Are”; 
ICI, 
PALAIS 


TG 


—= Const. 


Nous avons obtenu pour déterminer y, une équation différentielle 
linéaire du premier ordre. En divisant les deux membhres de cette 
équation par (x + 2)°, on la ramène à la forme 


PASSE 
(55) —. (z+2)3° 
Intégrons, il vient 
— 2 x = ex 
En) A d’où Ya = A(r—2)'e*. 
680. Montrer que l'équation différentielle linéaire (z° — 1) y” = 


— 2y a comme solution un certain polynôme y, (x) = P (x). Montrer 
qu’une deuxième solution y, (x) de cette équation est de la forme 


ya(z)= P(x) In 


z 


IE + Q (x), 


où Q (x) est aussi un polynôme. 

681. Trouver la solution générale de l'équation différentielle 
linéiare homogène du second ordre y” + p, (x) y + p. (z) y = 0 
connaissant l’une de ses solutions particulières y, = y, (x). 

682. Soit y, (x), ye (x) le système fondamental de solutions de 
l'équation différentielle linéaire homogène du second ordre 


Po (Z) y” + P1 (x) Y° + Pe (x) y = 0. 


Exprimer les coefficients p, (x), p1 (x), p2 (x) par y, (x) et y. (x). 

683. Démontrer que deux solutions de l'équation y” + p, (x) y’ + 
+ pe (x) y = 0 à coefficients continus, présentant un maximum pour 
une seule et même valeur de zx, sont linéairement dépendantes. 


Q* 
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684. Démontrer que le rapport de deux solutions linéairement 
indépendantes de l'équation y” + p, (x) y + p. (x) y = O0 à coef- 
ficients continus ne peut pas avoir de points à maximum local. 

685. Pour quelles valeurs de p, et p, toute solution de l'équation 
ÿ" + pay + pay = 0 (p1, pa = const) s’annulle-t-elle sur l’ensemble 
infini des points x? 

686. Soient données deux fonctions uw (x) et v(x), solutions 
respectivement des équations u” + p (x) u = 0 et v” + q (x) v = 0 
satisfaisant à la condition u (a) = 0, v (a) = 0 (p (x) et qg (x) sont 
continues sur le segment [a, b]). Démontrer que le wronskien de ces 
solutions aura pour expression 


Wlu(z), v(z)1= NIOET TO) u (4) u () de. 


687. Démontrer que quelles qu'elles soient, deux solutions liné- 
airement indépendantes y, (x) et y, (x) de l'équation linéaire homo- 
gène y” + px) y’ + q (x) y = 0 ne peuvent pas s’annuler simulta- 
nément en un seul et même point Zo. 

688. Démontrer que si y, (x) est une solution particulière de 
l'équation linéaire homogène y" + p (x) y” + q (x) y = 0 telle que 
y (x) Æ 0, alors l’équation y, (rx) = 0 ne peut pas avoir de racines 
multiples. 

689. Montrer que la substitution y —v(xz)z (x) transforme 
l'équation linéaire homogène y” + p(x) y + gqg(x) y = O0 en une 
nouvelle équation linéaire homogène. La fonction v (x) comment 
doit-elle être choisie pour que l'équation transformée ne comporte 
pas de terme en dérivée première ? | 

690. Démontrer qu'une solution de l'équation : + k°x = f (t) 
qui satisfait aux conditions initiales x (0) = 0, x’ (0) = 0 est de la 
forme 


t 
zx () = +\/@) sin k({— u) du. 


691. Pour quelles valeurs de p et q toutes les solutions de l’équa- 
tion y” + py' + qy = 0 tendent-elles vers zéro lorsque x —+ + ? 

692. Pour quelles valeurs de p et g toutes les solutions de l'équa- 
tion y” + py' + qgy = 0 (p, q = const) sont-elles des fonctions pe- 
riodiques de z? 

693. Soit une fonction y (x) qui est solution de l’équation 
(A + z°) y" — x°y = x° + 4 sur le segment [a, b], la solution de 
cette équation satisfaisant aux conditions aux limites y (a) = O0, 


y (b) = 0. 
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Démontrer que pour tous les z de l'intervalle (a, b) on aura 
y (x) < 0. 

694. Démontrer que dans le cas où g (x) << 0 les solutions de 
l'équation y” + p(x) y + qg(x) y — O0 ne peuvent pas avoir de 
maximums positifs. 

695. Démontrer que dans le cas où g (x) > 0, pour toute solu- 
tion de l'équation y” + q (x) y = 0 le rapport y’ (x)/y (x) décroît, 
lorsque z croît sur l'intervalle, où y (x) = 0. 


$ 16. Méthode des isoclines pour les équations 
différentielles du second ordre 


La méthode des isoclines (v. $ 2) s'applique aussi à la résolution 
de certaines équations de deuxième ordre. Ce sont des équations qui 
peuvent être ramenées aux équations du premier ordre, par exemple 
les équations de la forme 


d°r dr 
ae +/(ar+)=0. () 
, à dz d?2r dv 
Introduisons une nouvelle variable v=—. Alors ==v<— et 
l'équation (1) prend la forme 
du f (v, x) 
| FONNEN HN (2) 


C'est une équation du premier ordre dans laquelle x est une variable 
indépendante si bien que sa solution peut s’obtenir par la méthode 
des isoclines. Entendons par la valeur x la translation d’un point 


à dz : 
quelconque du système et par d = V Sa vitesse. 


Le plan des variables x, v s'appelle plan de phase. Ainsi, l’équa- 
tion (2) définit la vitesse en tant que fonction de la translation. 
En construisant le champ des isoclines pour l'équation (2) nous 
pouvons tracer la courbe intégrale si le point initial (x,, v,) est donné. 
Une telle représentation graphique de la vitesse v en tant que fonc- 
tion de la translation z:v = v (x) s'appelle image de phase. Les 
courbes représentant cette dépendance dans le plan x, v s'appellent 
trajectoires de phase. Les valeurs instantanées de zx et v s'appellent 
coordonnées d’un point de la trajectoire de phase. Ce point est dit 
Jiguratif. Avec le temps, le point figuratif se déplace sur la trajec- 


toire de phase. Remarquons qu’une vitesse positive fait croître la 


translation avec le temps. En effet, d'après la substitution v — T 


pour v >0et > 0, cela signifie la croissance de z lorsque { augmen- 


te. Ainsi, dans la partie supérieure du plan de phase où v > 0, le 
point figuratif doit se déplacer de gauche à droite et dans la partie 
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inférieure du plan où v << 0, de droite à gauche. C’est pourquoi le 
déplacement suivant la trajectoire de phase s’effectue dans le sens 
des aiguilles d’une montre. 

Exemple {. Construire les trajectoires dans le plan de phase pour 
l'équation 


d? 
ot z=(. (3) 
Solution. Posons = —v. Alors l'équation (3) devient 
d d 
VE +z=0, où =. (4) 


L'équation des isoclines pour (4) est: —zx/v = k. En traçant des 
isoclines correspondant à diverses valeurs de #, on trouve que les 


Fig. 26 Fig. 27 


trajectoires de phase sont des circonférences ayant comme centre 
le point (0, O) (fig. 26). 

. Remarquons que des trajectoires de phase fermées correspondent 
aux mouvements périodiques. On établit facilement que dans le 
cas de l’équation (3) nous avons réellement un mouvement périodi- 
que. En résolvant l'équation (3) par des méthodes exposées plus haut, 
on trouve 

x (t) = C, cos t + Cà sin t. 
Exemple 2. Construire les trajectoires de phase pour l'équation 


d? d 
+= 0. (5) 
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Solution. Posons v — A . Alors l'équation (5) prend la forme 


dv U—z 


D 


L'équation des isoclines est — — k. Les trajectoires de phase 


présentent l’aspect des spirales déroulantes (fig. 27). L'examen de 
l’image de phase montre que le mouvement est apériodique et que 
son amplitude croît indéfiniment avec le temps. 


Construire les trajectoires de phase pour les équations diffé- 
rentielles suivantes : 


dir dr dir dz 
dir dz dir dz \2 


d?z dz \2 dz 
700. ©—2 (+) + — 23 = 0. 


701. Ex .exp (F)=0 (expu = e"). 
702. Le texp(—) 2-0. 
d?z dr \2 
703. es +2 (+) =0. 
704. PE + (z+2) = 0. 


d?r dz 
705. Je dgtz-2=0. 
$ 17. Problèmes aux limites 
Considérons pour simplifier une équation du second ordre 
ÿ" + Pa (x) y + pe (x) y = 0. (1) 


Les coefficients p, (x) et p, (x) sont supposés continus dans un cer- 
tain intervalle (a, b). Alors chaque solution y (x) de l’équation (1) 
sera définie dans tout cet intervalle. Par la suite, nous allons consi- 
dérer au lieu de l'équation (1) une équation de la forme 


[pb (y +qg(y=0, px >0. (2) 


Les équations (1) et (2) peuvent se transformer l'une en l’autre. 
Les équations de la forme (2) sont dites auto-adjointes. 
La solution de l'équation différentielle 


[p.(x) y'Y + q(x) y = 0 
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est entièrement définie par les conditions initiales y (zo) = ÿo: 
y" (to) = y. Pourtant pour de nombreux problèmes de physique 
on est amené à chercher une solution définie par un autre procédé. 
Par exemple, un problème peut être posé comme suit: trouver la 
solution de l'équation (2) qui prend aux points a et b les valeurs 
données y (a) et y (b). Le plus souvent, dans de tels cas on ne cherche 
les solutions que pour x compris dans (a, b). Ainsi, les valeurs données 
y (a) et y (b) se trouvent aux extrémités de l'intervalle, ce qui ex- 
plique le nom de problèmes aux limites. Dans ce qui suit nous considé- 
rons comme intervalle de base, l’intervalle (0, x), ce qui ne restreint 
pas la généralité des raisonnements. 

Pour les équations du second ordre les conditions aux limites se 
présentent le plus souvent sous la forme 


hoy (0) + k;y° (0) = À, koy (a) + ky° (x) = B. (3) 


où ho, lu, Ko; k1, À, B sont des constantes données et ,, h,, ko, ki 
ne sont pas simultanément nuls. 

Si À = B = 0, les conditions aux limites sont dites homogènes, 
par exemple 


1) y (0) = y (x) = 0, 

2) hoy (0) = y” (0), y (x) = —hiy (x); ho, M > 0, 

3) y (0) = y (x) = 0, | 

4) y (0) = y (x), y° (0) = y’ (x). 

En général, les problèmes aux limites ne sont pas toujours ré- 
solubles, c'est-à-dire qu’il n'existe pas toujours une solution qui 


prend des valeurs exigées aux extrémités de l'intervalle. Par exemple 
le problème aux limites 


y =0, y(0)—y(x) =1, y’ (0) + y’ (x) = 0 
n’a aucune solution. Le problème 
y +Ay=0, y(0)=y(x) =0 (4) 
possède une solution non nulle seulement pour des valeurs entières 
de 4 En effet, de la solution générale de l’équation différentiel- 
y=CieV-+C,e-V-K 


il résulte que les conditions aux limites ne peuvent être satisfaites 
que si et seulement si À = #° est le carré d’un nombre entier n. 
Les solutions correspondantes sont des fonctions y, = sin nz. 
Comme il résulte de cet exemple, si g figurant dans l'équation 
(2) est une fonction de paramètre À, alors il existe, dans des con- 
ditions déterminées, des valeurs du paramètre pour lesquelles le 
problème aux limites homogène pour l'équation (2) possède une 
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solution non nulle. Ces valeurs de À sont dites.propres et les solutions 
du problème aux limites qui leur correspondent s’appellent fonctions 
propres. Ces dernières ne sont définies qu’à un facteur constant quel- 
conque près. C’est ainsi que pour le problème aux limites y” + Ày — 
= 0, y (0) = y (x) = 0 les nombres 1°, 2°, 3°, . . . et les fonctions. 
sin z, sin 27, ... sont respectivement les valeurs propres et les 
fonctions propres du problème. 

À côté des valeurs propres simples quand à une seule valeur propre 
correspond une seule fonction propre (à un facteur constant près), 
il existe des valeurs propres multiples lorsque à une valeur propre Ào 
correspondent deux ou plusieurs fonctions propres linéairement 
indépendantes. 

Pour la résolution des problèmes aux limites (pour les équations 
différentielles linéaires homogènes) on procède comme suit: on 
cherche la solution générale de l'équation différentielle donnée 


y = Ciÿa (x) + Coÿe (2) +. + + Coÿn (2), 


OÙ Y1 (T), Ye (T), . - ., Yn (x) sont des solutions linéairement indé- 
pendantes. Puis, on exige que la solution y (x) satisfasse aux con- 
ditions aux limites données. Il en résulte un certain système linéaire 
d'équations pour déterminer C,, C2, ..., C,- En résolvant ce systè- 
me, si c'est possible, on trouve la solution du problème aux limites 
donné. Dans ces conditions, s’il devient nécessaire de trouver les 
valeurs propres, la condition d'existence d'une solution non nulle 
du système déterminant C,, C:,..., C, est une condition qui déter- 
mine les valeurs propres. C’est en général une certaine équation 
transcendante pour À. 
Exemple 1. Résoudre le problème aux limites 


y —y=0, y'(0)=0, y(Ai)=t. 
Solution. La solution générale de cette équation est 
y (x) = Cie + Ce x, (9) 
d'où 
y (x) = Cie* — Ce. (6) 
En posant z = 0 dans (6) et zx — 1 dans (5) et compte tenu des 


conditions aux limites, on obtient pour déterminer les constantes 
C,; et C, un système linéaire non homogène 


ee > C: — 0, 
Ci e+Ce”!— 1 LA 
Le déterminant de ce système est 

1 —1 


À A = =et+e=2ch1-Æ0, 


e ei 
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et donc, il a l'unique solution 


1 4 
=: C2= 2ch1° 


En introduisant les valeurs obtenues de C, et C, dans (5), on obtient 
la solution du problème aux limites donné: 


ex+ex chz 
= RTe Où (= SRE. 


Exemple 2. Trouver les valeurs propres et les fonctions propres 
du problème aux limites 


y +My=0  (Æ0), (7) 
y (0) =0, y(x) = 0. (8) 
Solution. La solution générale de l'équation (7) est 
y (zx) = C, cos Àz + C, sin Àz; (9) 
d'où 
y" (x) = —C,ù sin Àz + C.à cos Àz. (10) 


En posant z = x dans (9) et zx = 0 dans (10) et en tenant compte des 

conditions aux limites (8), on obtient pour déterminer C; et Ce 
un système linéaire homogène | 

C,cos Àn + C, sin An = 0, 

CA = 0. 

Le système (11) n’a des solutions non nulles que si, et seulement si 


son déterminant est nul ; en l’égalant à zéro, on obtient une équation 
pour déterminer les valeurs propres du problème aux limites donné: 


cosÂÀTr sin 
0 À 


Puisque par hypothèse À = 0, on a cos Àx = 0 et donc les valeurs 
propres sont 


(11) 


=0, ou AcosArx=0. 


ReR. p=g 4 2... 


A ces valeurs propres correspondent (à un facteur constant C; près, 

qui peut être posé égal à l'unité) les fonctions propres 

An +1 
2 


qui sont solutions du problème aux limites (7)-(8). 

Remarque. Les valeurs propres des problèmes considérés plus 
haut forment une suite numérique croissante. Si les coefficients de 
l'équation différentielle possèdent un point singulier à la limite du 


Yn (TZ) = COS L, 
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domaine principal ou si le domaine principal est infini et, par 
exemple, représente tout l'axe numérique, le spectre, c'est-à-dire 
l'ensemble des valeurs propres peut présenter une autre structure. 
En particulier, on peut rencontrer des spectres contenant tous les 
nombres d'un intervalle quelconque de valeurs de À qu'on appelle 
spectres continus. Soit à chercher, par exemple, la solution de l’équa- 
tion y” + Ày = 0 sur l'intervalle —o << z << +o pour des « con- 
ditions aux limites » suivantes: y (x) est bornée à l'infini. Il est 
évident que dans ce cas tout nombre non négatif À est valeur propre 


avec des fonctions propres sin V'Ax et cos V/ À. 

Lors de la résolution des problèmes de physique mathématique 
qui conduisent à des problèmes sur la détermination des valeurs 
propres on obtient souvent des équations différentielles de la forme 


-[p (2) gl — q (x) y + o (x) y = 0, 


mais telles que l'équation différentielle présente des singularités 
aux points frontiers du domaine principal, par exemple l'annulation 
du coefficient p (x). Mais pour ces points singuliers il découle de la 
nature même du problème des conditions telles que la solution doit 
être continue ou bornée ou encore transformée en infinie d’un ordre 
non supérieur à un ordre donné. Ces conditions jouent le rôle de 
conditions aux limites. Un exemple type est fourni par l'équation 
de Bessel 


y) —Ey+ hay = 0, (12) 


qui apparaît dans des problèmes de physique mathématique. Ici, 
p(x) = zet la supposition faite plus haut que p (x) > 0 dans tout 
le domaine principal 0 < x << 1 n’est plus satisfaite car p (0) = 0. 
Le point x = 0 est un point singulier pour l'équation de Bessel. 

L’exigence que la solution soit bornée en ce point sera une con- 
dition aux limites de type spécial pour l'équation de Bessel qui 
consiste à trouver une solution de l'équation (12) qui est bornée pour 
x = 0 et qui s’annule pour x = 1, par exemple. 

Exemple 3. Résoudre le problème aux limites z°y”" + 2zy  — 6y — 
= 0, y (1) = 1; y (x) est borné pour z — 0. 

Solution. Cette équation est une équation d'Euler. Sa solution 
générale est de la forme y (x) = C,/x° + Cex° (v. $ 15, n° 4, exem- 
ple 1). Par hypothèse, la solution y (x) doit être bornée lorsque 
x —+ 0. Cette condition sera satisfaite si on pose C, = O0 dans la 
solution générale. Alors on aura y (x) = C:7°. La condition aux 
limites y (1) = 1 donne C: = 1. La solution cherchée est donc 
y = x. 


706. Pour quelles conditions l'équation y” + Ày = 0 a-t-elle 
une solution non nulle qui satisfait aux conditions 


440 EQUATIONS DU SECOND ORDRE ET D'ORDRES SUPERIEURS  [CH. II 


a) y (0) = y° (x) = 0, 

b) y (0) = y (n), y’ (0) = y’ (x)? 

707. Pour quelles valeurs de À le problème aux limites y” + 
+ Ày = 0, y (0) = y (1) = O a-t-il la solution triviale y = 0? 

708. Lequel des problèmes aux limites suivants est résoluble : 

a)y"—y—0, y(0)—0, y(2n) — 1, 

b)y"+y—0, y(0)—0, y(2nx) = 1? 

709. Résoudre le problème aux limites y” + (À — w*) y = 0, 
y (0) = y (A), y’ (0) — y" (1). Etudier les cas de À — w° > 0, 


— 0 = 0, À — w° < 
710. Trouver une solution de l'équation yy” + (y'}* + 1 = 0 
qui passe par les points (0, 1) et (1, 2). 


Résoudre les problèmes aux limites suivants: 
711. y" + y = 0, y (0) = 0, y (+) = 

712. y” — y = 0, y (0) = 0, y’ (1) = 1. 

713. y" — 2y" + 2y = 0, y (0) = 0, y’ (x) = ex. 

714. y" + ay — 0, y (0) = ec, y’ (1) = 0. 

715. y + ay — 1, y’ (0) = y (x) = 0 (0<a<i). 
716. y” ne y (0) = 0, y' (x) = 0. 


717. y" + y = 0, y’ (0) = 0, y’ (n) = 0. 
718. y” + y — 0, y (0) — 0, y” (x) = 0. 
719. y" + y Fopetelie res à 


720. D — y = 0, y (0) = y” (0) = 0, y (x) = y” (x) = 0. 

721. zy” + y = 0, y (1) = ay’ (1), y (x) est bornée pour z + 0. 

722. &yV + 4zy” + 2y" = 0, y(A)= y (A) =0, y(x) est 
bornée pour z — (0. 

723. aylV + Cry" + Gzy” = 0, y (1) = y’ (1) = 0, y (x) est 


bornée pour z —+ 0 


$ 18. Intégration des équations différentielles 
à l'aide de séries 


1°. Développement de la solution en série entière. Ce procédé 
s'avère commode dans le cas des équations différentielles linéaires. 
Ilustrons son application sur l’exemple d’une équation du second 
ordre. Soit donnée une équation différentielle du second ordre 


y" + p{z)y +g(x) y = 0. (1) 


Supposons que les coefficients p (x) et g (r) puissent être représentés 
sous forme de séries suivant les puissances entières positives de x 
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si bien que l’équation (1) peut s’écrire sous la forme 
y” + (ao + mt + ar + ...)y" + 

+ (bo + biz + br +...) y = 0. (2) 
Cherchons la solution de cette équation aussi sous la forme d’une 
série entière 


y= D crr*. (3) 
k=0 


En introduisant cette expression de y et de ces dérivées dans (2), 
on obtient 


© Ne 
NI k (E— 1) cure Sax T* ee kcnr*- > Ÿ S bre" D cr" — 0. (4) 
En multipliant les séries entières, en Re wi termes semblables 
et en annulant les coefficients de toutes les puissances de x au premier 
membre de (4), on obtient une série d'équations 


Lo | 2 + 102 + doci + Doc = 
z!|3 +203 + 24002 + diCi + bocs + Dico — 0, (5) 
2° | 4-30, + 300€ + 24102 + A2C4 + VoCe + bic + Dico = 0, 


Chacune des équations suivantes (5) comporte un coefficient de 
plus que l'équation précédente. Les coefficients c, et c, restent arbi- 
traires et jouent le rôle de constantes arbitraires. La première des 
équations (5) donne c., la deuxième c;, la troisième c, et ainsi de 
suite. En général, à partir de la (4 + 1)-ième équation on peut 
déterminer Cy++, COnnaissant Cp; C1, + + +» Ch+1: 

En pratique il est commode de procéder comme suit: d'après 
le schéma décrit plus haut on cherche deux solutions y, (x) et y (x), 
en choisissant pour y, (x), co = 1 et c;, — O et pour y» (x), co = 0 
et c, = 1, ce qui est équivalent aux conditions initiales suivantes: 

ÿ1 (0) = 1, y; (0) —0, ye (0) — 0, y, (0) = 1. 
Toute solution de l'équation (1) sera une combinaison linéaire de 
solutions y, (x) et y: (x). 

Si les conditions initiales sont de la forme y (0) — À, y’ (0) = 

— B, il est évident que 
y = Ay, (x) + By: (x). 
On peut énoncer le théorème suivant: 


Théorème. Si les séries 
Nes 


pt= Var et  g(a= Vbur* 
=0 k=0 
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convergent pour | zx | << R, alors la série entière (3) construite par le 
procédé indiqué plus haut sera aussi convergente pour toutes les valeurs 
de x et constituera une solution de l'équation (1). 
En particulier, si p (x) et q (x) sont des polynômes en x, la série 
63) sera convergente pour toute valeur de zx. 
Exemple 1. Trouver la solution de l'équation 
y" — zy — 2y = 0 (6) 


sous forme d'une série entière. 
Solution. Cherchons y, (x) sous forme de la série 


œ 
y(r)= D cr, 
Ras 


alors 


gi(r)= Short, yi(z)= D k(k—1) cr". 
k=1 hk=2 


En introduisant y, (x), y’, (x) et y” (x) dans (6), on obtient 


©œ 


SN (A1) koyrt 2 — hour — 22 C2" = 0. (7) 
k= 2 k= 0 


En groupant dans (7) les termes semblables et en annulant les coef- 
ficients de toutes les puissances de : on obtient des relations per- 
mettant de déterminer co, C1, . . 

Posons, pour fixer les idées, % To) = - 1, y, (0) = 0. Alors on 
trouve tout de suite que 


Co = À, c, = 0. (8) 
Ainsi, on a 
2°|2c, —2c, —0, d'où, compte tenu de (8) c—1, 
x!|3-2c3— °c; —2c, —0, d'où, compte tenu de (8) c:=0, 
zx?| 4.3c; — 20, — 2c2 = 0, d'où c, = + + | 
2° |5.4c;— 3c3— 2c3 = 0, d'où cs =0, 
| 6-56— 40, — 2 =0, d'où == 


Par conséquent. 
Yyi(z)=1+2+ Tz tas nn. (9) 


De façon analogue, en prenant 


Yya(z)= N Aux” (10) 
= 0 
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et les conditions initiales y, (0) = 0, y, (0) = 1, on obtient 
Ao = 0, A = 1. (11) 
En portant (10) dans (6), on trouve 
D k(k—1) Ar 2— D (k+92) Az" =0, 
k==0 k=0 
z° 2A, = 0, A, = 0, 
zt|3.24,—34,—0. 4=+ (d'après (11), 
T° 4-3A4,—4A, = 0, A,= 0, 
215.44,—54,—0, A= 


2 
26|6-546—64,—0, 4=0, 
z° 71-643—74,— 0, A3 = 


Il est évident que 


Ar = 0, Ant = 576. QD = ’ Be. ): 


et donc, 
= 5 7  (z3/2)8 | 
Ba)=z+ + + Et. er D Ed ze, (12) 


La solution générale de l'équation (6) sera de la forme 
yi(z) = Au (x) + By: (x), 


où y, (x) et y, (x) sont définies par les formules (9) et (12) respective- 
ment, alors que A ne B sont des constantes arbitraires telles que 
y (0) — À, y° (0) — 

Indiquons encore > procédé d' intégration des équations diffé- 
rentielles à l’aide de séries qui s'avère plus simple dans le cas des 
équations différentielles non linéaires. Soit donnée une équation 


différentielle 
y = f(x, y, y’, ..., y MD) (13) 
et les conditions initiales 
Ylx=xe = Yo» Y'|x=x, = Yo .. ym-D|. — yon, (14) 


Introduisons une définition : | 
une fonction œ (x) est dite holomorphe dans un certain voisinage 
[zx — x), |  p du point x = x, si, dans ce voisinage, elle peut être 
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représentée par une série entière 


= 
P (x) an Ds Ch (z En to); 


convergente dans le domaine | z — z, | < p. 
De façon analogue, une fonction œ (x, z2, ..., z,) est dite 
holomorphe par rapport à tous ses arguments dans un certain voisinage 


Lx —2 << px (k= 1, 2, ...,n) 
du point (xi°’, x ,..., mn) si elle est représentable par une série 
entière 
PT Lo In) = NN Cun h, (ii) X 
X (to 28 )hs .. (an— 2), 
convergente dans le domaine 
[Tr — 2h Pas k = 1, 2, 


Théorème. Si Le second membre de ae (13) est holomorphe 
par rapport à tous ses arguments x, y, y',..., y" dans le voisinage 


IT—2I<R, |y—yol <Ri, |y Vi < Ris ..., 
[y y L R, 
du point (zo, Yo: Y', . +, Yo 1), alors l'équation (13) possède l'unique 
solution 


y (2) = Vo + vi (x 20) + (ro + + 


(n—1) ss 
ds 1] 1)! one AR: ax (z—%o)", (ar = di n J° (5) 
mn 
qui satisfait aux conditions initiales (14) et est holomorphe dans un 
certain voisinage du point z = %o. 


La série (15) converge dans le domaine 
b 

Iz—2|<p, où p=afi—e M+Dat]; 
où a et b sont des constantes qui satisfont aux conditions 0 < a < R, 
O<b<Ret 

M = max{f(xz, y, y’, ..., y"-D) |. 

Q 

Les premiers nr + 1 coefficients de la série (15) sont déterminés par 


les conditions initiales (14) et l'équation différentielle (13). Les 
coefficients suivants de la série se déterminent d'après l’équation 


$ 18] INTÉGRATION DES EQUATIONS À L'AIDE DE SERIES 145 


différentielle (13) par ses dérivations successives. Par exemple 


__ yM+D (zo) 
SO CE LUS 


ou 
pren (HS = 
_ 0f ED 
7 0x |xex, Ÿ 07 x=X Yo+ > IE XX, yA+O (x). 


Remarque. Si l'équation (13) est  . 
yo + pa (T) D +... + pa (à) y = Ÿ (à), 


où Pr (x) (k = 1, 2,...,n) et (x) sont des fonctions holomorphes 
sur tout l'axe Oz, la série (15) est convergente aussi sur tout l'axe. 
Exemple 2. Trouver une solution de l'équation 


y" +y =0 (16) 


qui satisfait aux conditions initiales 


Ylx=0 = 1, Y'|x=0 = 0. (17) 


Solution. Une solution particulière de l'équation (16) qui satis- 
fait aux conditions initiales (17) sera cherchée sous la forme de la 
série 


y (2) = y (0)+ 0 r+ LQ mess... (18) 


où y (0) = 1, y’ (0) = 1. 

De l’équation donnée on trouve que y” (0) = —y (0) = —1. En 
dérivant successivement les deux membres de l'équation (16) et en 
posant dans les égalités obtenues z = 0, on aura 


y" (0) = —y" (0) — 
yIV (0) = —y" (0) = 1. 
mon fe Sir 
yo = {un si n=2k (E=4,2...). 


Introduisons les valeurs trouvées de y” (0), y” (0), ... dans la 
série (18). On obtient la solution cherchée sous la forme de la série 
entière 

2 « (] —1X$ , 
pt + Tite. +0 zh +... (19) 


10—0874 
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Il est évident que la série au second mèmbre de (19) converge 
sur tout l’axe Ox vers la fonction y = cos x qui est solution du pro- 
blème de Cauchy posé. 

Exemple 3. Trouver les quatre premiers termes du développe- 
ment en série de Taylor de la solution y = y (x) de l” équation y” 
= e*? qui satisfait aux conditions initiales y |x=0 = 1,ÿ° |x=0 — 0. 

Solution. Il est facile d'établir que le second membre de |” équa- 
tion, c’est-à-dire la fonction e*! se développe en une série entière 
suivant les puissances de x et y dans le voisinage du point (0, O0) 
qui converge dans le domaine —oo << r << +00, —00 << y << +oo 
(c'est-à-dire que le second membre est holomorphe). 

Cherchons une solution particulière sous la forme de la série 


y (2) = y(0)+ 0 74 O0 mi MOQ st. (20) 


En utilisant l’équation  _— on trouve y” (0) = e*Ÿ |., = 1. 
Dérivons successivement les deux membres de l'équation et 
posons z — 0 dans les égalités obtenues, il vient 


y" (0) = (y+ 17") eV|x=0 = 19 
yIV (0) =1[2y +zy" + (y+zy'}]ev|<o = 1. 
En introduisant dans la série (20) les valeurs trouvées de y” (0), 
y” (0), ylV (0), on obtient le développement cherché de la solution 
2 3 4 
y(a)=l+ +++ 


Dans les problèmes ci-dessous, trouver les trois premiers termes 
du développement en série entière de la solution de l'équation donnée 
pour les conditions initiales indiquées : 


724. y =1—zxy, Y|x=0 = 0. 
r __Y—T — 
725. U = y+z Y|x=0 = 1. 
726. y =sin zy, Y|x=0 = 1. 
721. y" + zy = 0, Ylx=0 = 0, Y'|x=0 = 


728. y” —sin ry = 0, Y|x=0 = 0, Y'|x=0 = 1. 
729. xy" +ysinz=xz, Y|xmr = 1, Y'|x=n = 0. 
730. y’Inz—sinzy=0, yYlxme=e"t, Y'|x=e = 0. 
731. y”+zsiny=0, Ylx=0= 7/2, Y'|x=0 =0, 
ÿ"|x=0 = 0. 
Intégrer à l’aide de séries les équations différentielles suivantes : 
732. y — 2ry = 0, y (0) = 1. 
733. y” + zy + y = 0. 
234. y" — zy + y — 1 = 0, y (0) = y’ (0) = 0. 
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Dans les problèmes 735 à 738 trouver les six premiers termes du 
développement de y (x): 


735. y" — (1 + 2°) y = 0, y (0) = —2, y” (0) = 2. 
736. y” = z°y — y’, y (0) = 1, y’ (0) = 0. 

737. y” — ye* = 0. 

738. y —= e? + zy, y (0) = 0. 


2°. Développement d’une solution en une série entière géné- 
ralisée. Equation de Bessel. On dit qu'un point zx, est un point 
ordinaire de l'équation différentielle 


y" + p(z)y  +g(x)y = 0, (21) 


si les coefficients p (x) et qg (x) sont holomorphes en ce point; dans 
le cas contraire, le point x, s'appelle point singulier de l’équation 
différentielle (21). 


Une série de la forme 


x à Ckz" (co 0), (22) 


où p est un nombre donné et la série entière È C,\T* converge dans 


un certain domaine | x | << À, s'appelle série Ch ière généralisée. 

Si p est un entier non négatif, la série entière généralisée (22} 
se transforme en une série entière ordinaire. 

Théorème. Si le point x = 0 est un point singulier de l'équation 
(21), Les coefficients p (x) et q (x) de l'équation peuvent être représentés 
sous la forme 


O0 


O0 
nS anzÀ Ÿ brzh 


= —, q( = 


z z2 , 


p (x) 


où les séries aux numérateurs convergent dans un certain domaine 
[zx | << R et les coefficients as, bo et b, ne sont pas simultanément nuls, 
alors l'équation (21) possède au moins une solution sous la forme de la 
série entière généralisée 


y = e Ÿ à CnT (co 0), (22) 


qui converge au moins dans le même domaine | zx | < RÀ. 


Pour déterminer l’exposant p et les coefficients c4 il faut intro- 
duire la série (22) dans l'équation (21), simplifier par 2° et annuler 
les coefficients de toutes les puissances de x (méthode des coefficients 
indéterminés). 


10* 
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Dans ce cas, le nombre p se détermine à partir de l'équation 
dite déterminante 


p (p — 1) + ap + bo = 0, (23) 


« 


où 
a)=limzp(z), by=limzrg (x). (24) 
x—0 x—0 


Soient p, et p. les racines de l'équation déterminante (23). Trois 
cas différents peuvent se présenter. 

1. Si la différence p, — p, n’est pas égale à un entier ou à zéro, 
alors on peut construire deux solutions de la forme (22) 


= À enr (co 0), ya= æe À Azz* (40 Æ 0). 
= =0 


2. Si la différence p, — p. est un entier positif, on ne peut cons- 
truire en général qu’une seule série (solution de l'équation (21)) 


Yi = Pa: _ CRT". (25) 


3. Si l'équation (23) possède une racine multiple p, = p, on peut 
construire seulement une série qui est solution de (25). Il est clair 
que les solutions y, (x) et y. (x) construites dans le premier cas seront 
linéairement indépendantes (c'est-à-dire que leur rapport ne sera 
pas une constante). 

Dans les deuxième et troisième cas nous n'avons construit qu’une 
seule solution. Remarquons que si la différence p, — p. est un entier 
positif ou zéro, l'équation (21) aura en plus de la solution (25) encore 
une solution de la forme 


Yo = Ayi(z)1nz + me Ÿ Axz*. (26) 
0 


Dans ce cas, y, (x) contient un terme supplémentaire de la forme 
Ay, (x) 1n x, où y, (x) est donné sous la forme (25). 

Remarque. Il se peut que la constante À dans (26) soit nulle; 
dans ce cas on obtient pour y. une expression sous la forme d'une 
série entière généralisée. 

Exemple 4. Résoudre l'équation 


22°y" + (3x — 22°) y — (zx +1)y = 0. (27) 
Solution. Ecrivons (27) sous la forme 


nr, 3z—2n , 1 
Y+gr Y — = y=0 


ou 


"n 3— 2x 1: +1 
Ce aanc mn Ti y=0. 
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Cherchons la solution y (x) sous la forme 
y(a=r © CG (Co#0) 


Pour déterminer p écrivons l'équation déterminante 
p (p — 1) + ap + bo = 0, 


où 
a = lim D = bo= lim ( — =) = — DE 


c’est-à-dire p(p—1)++ p—+—0, ou 
pP+ + p——0; d'où p;=1/2, p2=—1. 


En vertu de la règle énoncée plus haut, prenons 


1 © co 
na)=z D Ci, (x>0); y(2= + 5 Ant, 
km Rkm0 


Pour trouver Co, Ci y Cns «+. il faut introduire y, (x) et ses 
dérivées y, (x) et y; (x) dans l'équation (27) 


” 1 
nes QT, pe D (+4) GT, 


k=(0 R=0 
co 3 
L 1 R=— 
=D (x++) (+) Ci Tr. 
k=0 
L'introduction de y, (x), y; (x) et y, (x) dans (27) donne 


00 3 oo 1 
2x? > (ke) Ce" T + (222) D (x+ +) Can 2e 
0 


Rm0 


00 ni 
—(z+1) >. Cyz 2? —=0. (28) 
ken 0 
Après les transformations la relation (28) s’écrira 


a k (2k+ 3) Cet D 2(k+1)Czk+s/2= 0. (29) 


Puisque nous cherchons une solution pour zx > 0, la relation (29) 
peut se simplifier par z!/?, ce qui donne 


> k (2k+ 3) Ga © 2 (+1) Cyrkti —0. (30) 
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On en trouve des relations pour la détermination des coefficients 
xt 11.50, —2.1C,=0, 
zx? [2-7C,—2.2C,=0, 
x$ os 3C:=0, (31) 


En posant dans C, = 1 la première équation des relations (31), on 


obtient C, = 2/5. De la deuxième équation on déduit C, = a. 


De la troisième, on déduit C; == et ainsi de suite. Il est facile 
de remarquer que 
2n 
C5 = 1, 2, 3, .. s). 
et donc 
{ © 
Yi (x) =x* [1+ > TS : (32) 
Rk=1 


En opérant d’une manière analogue, on trouve les coefficients 4. 
Il s’avère que pour A, =1ona 


1 1 
A, = 1, A3= 7: . Ax= TT 
si bien que 
4 D zk ex 
(= 2 7 ou n(D=—. el 
k=0 


La solution générale de l'équation (27) est y (x) — Ay, (x) + 
+ By, (x) où À et B sont des constantes arbitraires, alors que les 
fonctions y, (x) et y, (x) sont définies par les formules (32) et (33). 
Exemple 5. L’interaction de deux noyaux peut se décrire avec 
une bonne approximation à l’aide du potentiel des forces mésoniques 
V = Ae%/x (A <0 correspond à l'attraction). Trouver sous la 
forme d’une série la solution de l'équation d'onde de Schrôdinger 


+k(E #7) ,=0, (34) 


où &«, A,E et k — a sont des constantes (se limiter aux trois coef- 


ficients non nuls de la série corréspondant à la plus grande des racines 
de l'équation déterminante). 
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Solution. Cherchons la solution y (x) de cette équation sous la 
forme de la série entière généralisée 


y(z)=2æ® À curk. 
K=0 


Les coefficients À, et B, de l'équation déterminante p (p — 1) + 
+ Açp + B, = 0 seront égaux à 


A, = lim zæp(r) =0, carp(x) = 0, 
x 0 


ax 
BÇ= lim 2èg (2) = lim ak (E—%—) 
x—0 x—0 


— Jimk(Ezx?— Axre-%) =0, 
x—0 
si bien que cette équation prend la forme p (p — 1) = 0, d’où 


Pi _ 1, pe - 0. ? ee ." Cd Ld e Ld 
Pour le cas où p = 1 la série entière généralisée est 


y(z)=zx N° cr = cor + cuir? cor + car + ...; (35) 
k=0 
alors 
y — Co un 2017 + BCeT° nu 4c4T° + . 
y" = 20, + Gcez + 12032 +... 
De plus, on a 


ar? ax atrû 
AUx — À _ ss 2 
e#=i—art+- ET Z] 


Introduisons dans l'équation (14) les séries pour y”, y et e%x, il 
vient 


20, + Gcoxz + 120372 + 
. + TRE -kAf Lot SEE + ……)|x 
X (CoT + Cr? + cz +...) = 0. 
Annulons les coefficients de toutes les puissances de x; 
2° | 2c, —kAco = 0, 
zt|6c, + (kE + a) co —kAc; = 0, 


Des égalités obtenues, on trouve successivement 
Ak Akc;, —(kE +a4) co 
Ge — 
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ou 


4 [ Aîk? 
co=+ (TS -KkE—akA)c, etc. 


En introduisant dans la série (35) les valeurs trouvées des coefficients, 
on obtient 


y (x) = Cox [1+4 z++ (SE —kE — ak) ss +... |, 


où c, est une constante arbitraire. 
Intégrer à l’aide de séries les équations différentielles suivantes : 


739. 4xy" + 2y° + y = 0. 

740. (1 + x) y — ny = 0. 

741. 9x (1 — x) y” — 12y" + 4y = 0. 

742. Une analyse quantique de l'effet de Stark (en coordonnées 
parabolyques) conduit à l'équation différentielle 


d , 3 
A EY )+ (+ Erta—7—7 Fi) y=0, 


où «, E, F, m sont des constantes. En utilisant la plus grande des 
racines de l'équation déterminante trouver la solution dans le voi- 
sinage du point z = 0 sous la forme d'une série (trouver les trois 
premiers coefficients). 

743. Dans le cas où il n’y a pas de dépendance azimutale, la 
description d'un ion moléculaire de l’hydrogène conduit en méca- 
nique quantique à l'équation 


LA — 20) y']+ (a+ Ba) y=0, 


où &, B sont des constantes. Trouver la solution de cette équation 
sous la forme d’une série (calculer les trois premiers coefficients 
non nuls du développement). 


Exemple 6. Résoudre l'équation de Bessel 
z°y" + zy + (= — phy =0, z> 0, (36) 


où p est une constante donnée. 
Solution. Ecrivons (36) sous la forme 


; | : 2— p3 
Le nero + y=0. 


Ici, p(a=—, g(x) = PE , Si bien que 


a) = lim xp (x) = b, = lim x2?q (z) = — p° 
x—-0 x—0 
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(v. formules (24)). L’équation déterminante pour p est: 
p(p—1)+1-p—p=0 ou p°—p* = 0, 
d'OÙ Pa = Pr Pre = —P.. | 
Cherchons une première solution particulière de l'équation de 
Bessel (36) sous la forme de la série entière généralisée y — 
= 2x N Cyz. Introduisons y, y’ et y” dans l'équation (36), il 
k=0 


vient 


me © C++ p) (+ p—1) at + 


+2 D CE+p}attrt+ (at pt) À Cuzttr=0, 


ou encore, après des transformations simples et la simplification 
par æ?, 


D LG + PP — pr] Cir+ À Cazhte= 0. 


D'où, en annulant les coefficients de toutes les puissances de zx, 
on aura 
2 | (p?—p?) Co=0, 
z! |[(1+p}2—p']C,=0, 
z2 |[(2+p}*—p’]C2+Co=0, 
zS |[(3+p)}°—p}Cs+C1=0, (37) 
z$ |[(4+ p}— p°]Ci+C2=0, 


La première des relations (37) est vérifiée pour toute valeur du coef- 
ficient Co. De la deuxième relation (37) on obtient C; = 0, de la 


+ 
troisième C: — CFP HAT de la quatrième 
Ca = 0, de la cinquième 

CE —. 

: (4+p}— pi 24(1+p) (2+p)-1-2 


Il est évident que tous les coefficients d'indices impairs sont 
nuls: Cons, = 0, À = 0, 1, 2, .... Les coefficients d'indices pairs 
sont de la forme 


_ (—1)4 Co — 
Cn= 23k (p+1)(p+2) ... (p+k)-kl? au 
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Pour simplifier les calculs ultérieures, posons 


1 
MEET) _ 


où ['(v) est fonction gamma d'Euler. La fonction gamma T (v) 
d'Euler est déterminée pour toutes les valeurs positives (ainsi que 
pour toutes les valeurs complexes à partie réelle positive) par la 
relation 


T (v)— | e*rv-1 dr. 
U 


La fonction gamma possède les propriétés importantes suivantes: 

4 T(v+1) = vT (v). 

2. T (1) = 

Si À est un entier positif, alors 

3 PF(v+k+i)= (+1) +2)... v+k) EP (v +1). 

4 T(k+1) = Kk! 

En utilisant (38) et les propriétés de la fonction gamma, écrivons 
le coefficient C:, sous la forme 

(—1)# ” (—1)À 

22h (p+1) (+2)... (p+k)-Kl-2PT (p+4)  22ktP-kI D (p+k+4) ? 
puisque (p + 1) (p + 2)... (p + k) T (p + 1) est en vertu de la 
propriété (3), égale à TL (p + k + 1). Maintenant, la première solu- 
tion particulière de l'équation de Bessel, que nous désignerons dans 
la suite par J, prend la forme 


(—1)# 2k+P 
"NO > TG (5 7) Se, 


Cette fonction s'appelle Lu. de Bessel de première espèce d'ordre p. 
Une deuxième solution particulière de l'équation de Bessel (36) 
sera cherchée sous la forme 


Ca = 


y=zx? a Cyr”, 


où p est une deuxième racine Pi l'équation déterminante. Il est 
clair que cette solution peut être obtenue à partir de (39) en rempla- 
çant p par —p parce que l’équation (36) contient p à la puissance 
paire et ne change pas lors du remplacement de p par —p. 

Ainsi, on a 


(4h 2k-—p 
J_h(2) = > KIT (+1 p) () ° 
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Cette fonction s'appelle fonction de Bessel de première espèce 
d'ordre —p. 

Si p n’est pas égale à un entier, les solutions J, (x) et J_, (x) 
sont linéairement indépendantes parce que leurs développements en 
série commencent par des puissances différentes de x et, par consé- 
quent, la combinaison linéaire @;J, (x) + &.J_, (x) ne peut être 
identiquement nulle que pour &; = &+ — 

Si p est un entier, on peut établir une dépendance linéaire des 
fonctions J', (x) et J_, (x), à savoir il se trouve que 


Jon (x) = (—1)" J, (x) (7 est un entier). 


Ainsi, pour un p entier, au lieu de J_, (x) il faut chercher une autre 
solution qui soit linéairement indépendante de J, (x). À cet effet, 
introduisons une nouvelle fonction 


JL (x) cos pra —J_, (x) 
Yh (x) —_ 2 sin PE L , 


(40) 


en considérant d'abord que p est un nombre non entier. 

Il est évident que la fonction Ÿ, (x) ainsi définie est solution de 
l'équation (36) (parce qu’elle représente une combinaison linéaire 
de solutions particulières J, (x) et J_, (x)). 

En passant dans (40) à la limite lorsque p tend vers un entier, on 
obtient une solution particulière Ÿ, (x) linéairement indépendante 
de J, (x) et déjà définie pour des valeurs entières de p. 

La fonction Ÿ, (x) introduite ci-dessus s’appelle fonction de 
Bessel de deuxième espèce d'ordre p. Ainsi pour tout p, fractionnel ou 
entier, nous avons construit un système fondamental de solutions de 
l'équation de Bessel (36). Il en résulte que la solution générale de 
l'équation (36) peut être représentée sous la forme 


y = AJ; (x) + BY, (x), 


où À et B sont des constantes arbitraires. 
Dans le cas où p n'est pas un entier, la solution générale de 
l'équation de Bessel peut être représentée sous la forme 


y = Cidp (2) + Cod -p (x), 


où C; et C, sont des constantes arbitraires. 
Remarque 1. L’équation, que l’on rencontre bien souvent, 


Z°y" + zy" + (k°z° — p°) y = 0, (41) 


où k est une certaine constante (4 =£ 0) peut se ramener à l'équation 
de Bessel 


par la substitution E = kz. 
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La solution générale de l’équation (42) (pour p non égal à un 
nombre entier) sera 


y — Cidp (£) + C: -p (&), 
et la solution générale de l'équation (41) prendra la forme 
y = C1Jh (Kz) + Col _p (kx). 


Pour p entier, on a y = C,J, (kx) + C:Y}n (kzx). 
Remarque 2. Une large classe d'équations de la forme 


2 ar SL + (b+ ex") y—0, (43) 


où a, b, c, m sont des constantes (c => 0, m =£ 0) se ramènent par 
introduction d’une nouvelle variable t et d’une nouvelle fonction uw 
à l’aide des formules 


(he 2 (5) 


à l'équation de Bessel 


d?u 


d : 
Pitt +(@—pu=0, 


2Vc > _ (@=1)—4b 
om be cmt à 


m 
a = 2 » B=—, Ÿ— m° 


Pour c = 0 ou m = 0, l'équation (43) est une équation d'Euler. 
Exemple 7. Ramener l'équation 


di d 

2 — 8x 7 + (xt — 19) y—0 (44) 

à l'équation de Bessel et trouver sa solution générale. 
Solution. Dans notre cas, les coefficients sont a — —3, b — —12, 
c—1Â,m = 4, si bien que 
a— 1 m œ 1 __ 1 
Bergen Page Get Fes): 
2Vc _1 — 1)2— 4b 
— ve — ZT , FC à — 4. 


m? 
Introduisons une nouvelle variable indépendante t et une nouvelle 
fonction u à l'aide des formules 


y=(+) ou y—Qut, où u=ut(t), (45) 
t 


ee ou z=}21;: (46) 
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alors, il vient 


= + Qut)=2V2(+ 1/2 ce À + tu). 


De manière ee on trouve 


D = 4e DE + 106 LE + Qu. 


CURE 


En introduisant dans (44) au lieu de x, Y > di 


par tet u, on obtient l'équation de Bessel 
d'u du 
Ps tt dr (t2— 4) u=0, 
dont la solution générale est 


u = CiJ3(t) + Ce X'2 (6). 


En passant aux variables x et y d’après les formules t = x°/2, u = 
— y/x° qui sont obtenues à partir de (45) et (46), on trouve la solution 
générale de l'équation donnée 


=#[c(5)+cr(S)]. 
Trouver les solutions générales des équations de Bessel suivantes : 
Ta. z2y" + ay" + (422 +) y=0. 
745. x2°y" + zy + (a+) y =0. 
746. y"++ y ++y=0. 
747. AH + 4y= 0. 
748. 1° in —1)y=0. 
749. xy” Ne zY es TU 0. 
750. Le Par 
751. y°+<y" +4y =0. 
3°. Recherche des solutions périodiques des équations diffé- 


rentielles linéaires. Soit donnée une équation différentielle linéaire 
non homogène du second ordre à coefficients constants 


y" + p1Y + Pey = f (x), (47) 


leurs expressions 
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où f (x) est une fonction périodique, de période 2x développable en 
série de Fourier 


f(x)=+ D (an cosnz+b, sinnx). (48) 
nm! 


La solution périodique de l’équation (47) sera cherchée sous la 
forme 


y (x) = + > (A, cosnxz + B, sinnx), (49) 


ne! 


Introduisons la série (49) dans l'équation (47) et choisissons ses 
coefficients de manière que l'égalité (47) soit satisfaite formellement. 
Egalons les termes constants et les coefficients de cos nzx et sin nx 
aux premiers et aux seconds membres de l'égalité obtenue, il vient 


Ay=— ; — (P2= n°) @n— Pinbn . 
è Pe LL (Pa— n?)3 + pin ’ 
B, = Es—")0n pren n =, 2: eee ee (50) 


(Pe—n1)+ pin? ? 


La première des égalités (50) donne la condition nécessaire d'existence 
de la solution de la forme (49): si a, 0 il faut que p, = 0. En 
introduisant (50) dans (49), on obtient 


y(a)=e + 


D L(Pa—n%) an— pinbn] c0S nz+[(Pe— n°?) bn + piran] sin nz 

A 2 (pa— nr?) + p{ni + (1) 
Lorsque p, = Det p, = n°, où n = 1,2,...,1a solution périodique 
n’existera que sous la condition 


Ed 2x 
an=+ | f(x) cosnrdr=0, bn=+ | f(x)sinnzdz=0. (52) 
0 0 


Les coefficients À, et B, pour 4 — n se déterminent par les formules 
(50), alors que les coefficients 4, et B, restent arbitraires, car l’ex- 
pression À, cos nxz + B, sin nz est la solution générale de l’équa- 
tion homogène associée. 

Dans le cas où les conditions (52) ne sont pas satisfaites, l'équa- 
tion (47) ne possède pas de solutions périodiques (il y a résonance). 
Pour p. = 0 et a = 0, le coefficient À, reste indéterminée de sorte 
que l'équation (47) admet une infinité de solutions périodiques qui 
diffèrent. l'une de l’autre par un terme constant. 
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Si le second membre f (x) de l'équation (47) a la période 2! = 2x, 
il convient de développer f (x) suivant la période 21 et chercher la 
solution de l'équation (47) sous la forme 


y=#+S (4, cos “+ B, sin). 


n=! 


Dans ce cas les formules (50) changent respectivement. 
Exemple 8. Trouver les solutions périodiques de l'équation 


y" + Ay = _s ME, 


n=3 


Solution. On a p, = 0, p. = 4 = 2°, ay = 0, a, = 0, b, = 1/r° 
(n = 3, 4,...). La fonction 


f()= > 
Ne 3 


ne contient pas de terme résonnant a, cos 2x + b, sin 2x et par suite 
l'équation possède des solutions périodiques et même une infinité 
de ces solutions. 
D'après les formules (50) on trouve les coefficients 
1 
A, = An = 0, B,=0, Br n = 3, 4, 
Toutes les solutions périodiques sont données par la formule 


y (x) = À, cos 2r + B, sin 2z— > PCT 
TNe=3 
où À, et B, sont des constantes arbitraires. 
Exemple 9. Trouver les solutions périodiques de l’équation 
"+ y = cos z. 
Solution. Dans le cas considéré on a p, = 0, p. = 1. Vérifions 
si les conditions (52) sont satisfaites. On a 


PE 


| cos x cos x dr = Î cos zdr=r-#0;: 
0 


cosxsinzdr=0 (icin—=fiÂ). 


Les conditions (6) d'existence de solution périodique ne sont pas 
satisfaites. Par conséquent, l’équation donnée n’a pas de solutions 
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périodiques. En effet, la solution générale de l’équation y” + y = 
= Cos z est 


y(x)=C,cos z+ C2 sinz++zsinz. 


Il est évident qu'elle n'est pas périodique puisqu'elle comporte le 
terme 1/2x sin x. 

Exemple _ Trouver une solution périodique de l'équation 
y" —y = l|sinz|. 

Solution. Ta fonction f (x) = | sin x | est périodique, de pé- 
riode n. Son développement en série de Fourier dans l'intervalle 
(—1x, x) est 


cos 2nz 
= 


: 2 4 
buis DE DES Tri A, A). 


Cherchons la solution de cette équation sous la forme 


ya=#+S (4, cosnx + B, sinnz). 
On a ss 
Pi=0, pa=—1; aæ4/x, ani =0, 
Gn= sr, bn=0 (n=1, 2, ...) 
Les formules (50) donnent 


4 4 1 
A=——,  Aon4=0 Ant, 
Par conséquent, l'équation considérée a une solution périodique 


de la forme 


B,=0. 


2 4 COS 2nx 
PUS D 16n2=1 


n=| 


Trouver des solutions périodiques (si elles existent) des équations 
différentielles CRUE 


752. y +3y=1+S Re. 


Num 


753. y+y= Y , 


n° 


Pa 


754. y" +y—= S —.. 


n=2 
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799. y+y=cos zx cos 2x. 
756. y°+y = D UE, 
ni 

157. y" + 4y = cos? x. 

798. y"—4y +4y=n— 2, —n<r <a. 

759. y” — 4y = | cos rx |. 

760. y” — 4y° + 4y = arcsin (sin x). 

261. y” + Jy = sin° z 

4°, Intégration asymptotique. Soit donnée une série (non néces- 
sairement Pr, 


Ao+ + +... +R. (53) 


Désignons par $, (x) la somme des r + 1 premiers termes de cette 
série. 

On dira que la série (53) représente un développement asymptotique 
de la fonction f (x) pour des valeurs suffisamment grandes de |z | 
si l'expression 

Ra (x) = 2" {f (x) — Sn (x)} 
à la condition 


lim R,(x)=0, ou À, (&@=0 (+) (54) 


1x] 00 


satisfait 


(x est un entier fixé quelconque), si même lim | À, (x) | = 
n— 


(x est un nombre fixé). La circonstance que la série considérée est 
un développement asymptotique de la fonction f (x) (série entière 
asymptotique) est désignée ainsi 


f(x) — D Ant". 
nm 


Le sens du développement asymptotique est que la série (53) 
peut servir de source de formules approchées 


fe 4+É+...+#É%, n=0, 1,2, 


si bien que la différence f (x) — S, (x) = p, (x) pour | z | —+ © 
sera infiniment petite d'ordre supérieur à », c'est-à-dire 


Pr LG, ou lim|rl"p,(r)=0. 
[x 00 


11—0874 
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Exemple 11. Considérons la fonction 


+00 
f(z)= | tiex-tdt, z>0. (55) 
En effectuant n fois l'intégration par parties, on obtient 
feet (ap LE (sp EE mr d 
Désignons u,_1 — CIE 0 et posons 
n 
Sn(r)=+— + ir. LORS un. 


On a 


mt . . » KV 
=—>0, MH00, Si bien que la série Ÿ, u,, sera 


m=0 


Um=—1 


divergente pour toutes les valeurs de zx. Pourtant cette série 
peut être appliquée pour le calcul des valeurs de f (x) pour de grandes 
valeurs de x. En effet, fixons une certaine valeur de n: 


js) Sn (= (tnt À a, 


x 
d'où, puisque e*-t<1 ({>1zx), on aura 


+ 00 
HORENCIECES UE ET CET) T er = mr. (56) 


Pour des valeurs suffisamment grandes de x, le second membre de 
cette inégalité peut être rendu aussi petit que l’on veut. C'est ainsi, 
par exemple, que pour x > 2n, on aura 


HOACIESS 


si bien que la valeur de la fonction f (x) peut être calculée avec une 
précision élevée pour de grandes valeurs de z si l’on prend la somme 


œ 
d’un nombre convenable de termes de la série NY) u,. De la majora- 
Mmæ0 


tion (56) il résulte que 
Ra (x) = 2" {f (x) — S, (x)} — 0 pour z —+ © 


O0 


pour tout n fixé, si bien que la série Y, u,, donne le développement 


m=0 
asymptotique de la fonction donnée f (x). 
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Dans le cas où la condition (54) est satisfaite, on obtient de (54) 
pour les coefficients A; de la série (53) l'expression suivante 


Ao=lim f(x), An=lima"{f(z)—S,(x)}, n—1,92,... (57) 


Il en résulte que si la fonction f (x) admet un développement asym- 
ptotique, celui-ci est unique. 

Au contraire, une seule et même série de la forme (53) peut servir 
de développement asymptotique des fonctions différentes. Par exem- 
ple, pour la fonction 


f(æ)=e* (0<zxz< + 00) 


le développement asymptotique sera, en raison de (57), la série (53) 
dont tous les coefficients An sont nuls: 4, = 0 (n = 0, 1, ... 
Il est évident que cette même série est aussi ‘un développement 
asymptotique de la fonction f (x) = 0. On dit qu' une série asympto- 
tique représente non pas une seule fonction mais une classe de fonc- 
tions asymptotiquement égales. 


Opérations sur les séries asymptotiques. 


1). Si 
JS Art (À Bart, (58) 
alors 
j@)+ 8 S (it Bi) 7%. (59) 


2). Si on a le développement asymptotique (58), le développement 
asymptotique de la fonction f (x) g (x) peut être obtenu par une 
multiplication formelle des développements (58). 


3). Si la fonction f (rx) admet un développement asymptotique 


A 
hk=2 
qui commence par le terme x*, on a le développement asymptotique 
co © 0 A 
| f(z)dz — > | —+ dz, 
x k=2 x 


ou 


Ï Î (x) dr — D er (= NET ? (61) 
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ce qui signifie que le développement asymptotique (60) peut être 
formellement intégré par parties. 

4). La dérivation formelle par parties d'un développement 
asymptotique est en général inadmissible. 

En effet, considérons la fonction 


f(x) =e sine, 0<zr< + 0. 


Son développement asymptotique est une série de coefficients 

—= 0, k — 0, 1, ..., alors que la fonction dérivée f’ (x) = 
— —e"* sin e* + cos e* n’a pas de développement asymptotique, 
car f’ (x) n’a pas même de limite lorsque x —+ co. 


Pourtant, si la fonction f(x) — 4; +4 A+ < 24. 


dérivable et si la fonction f’ (x) peut être développée en une série 
asymptotique, alors 


’ 
Fee $ 
762. Montrer que 
ext 1 2! , 4! 
1+12 dé za Tr | 


où x > 0 est réel. 
763. Montrer que 


e?za | e*r"1 dr = 14140 C2 N'ES 


pour de grandes valeurs positives de z. 
764. Trouver le développement asymptotique de la fonction 


f(s)=<+e "sin 6%, 0<r< oo. 
Montrer que la dérivée f” (x) n’a pas de développement asymptotique. 


Applications à l'intégration des équations 
différentielles 


Exemple 12. Considérons l'équation différentielle 
ris (62) 
La série 


tete t. rh... (63) 
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qui est divergente pour toutes les valeurs de z, satisfait formellement 
à l'équation donnée, ce qu'on établit sans difficulté par une vérifi- 
cation directe. L'équation (62) est vérifiée par la fonction *) 


y = * | t'iet dt, 


et l'intégrale au second membre converge pour z << 0. En intégrant 
une seconde fois par parties, on trouve 


+ | pet dt ++ it... ++ Pr 


où 


- { 
Pn=(n+1)le* | nr di. 


Pour z<<0,ona S 


x 


— 
pa IS 1) ler is À et LE. 


Par conséquent, en prenant les z premiers termes de la série nous 
commettons une erreur inférieure au (nr + 1)-ième terme. Il est 
facile d'établir que dans ce cas 


Ra (x) = 2" {f (x) — Sn (x)} = 2'pa (x) + 0 pour z-> —co. 


La série construite est donc asymptotique et peut être utilisée pour 
le calcul de l'intégrale, c'est-à-dire pour la résolution de l'équa- 
tion (62). 

Exemple 13. Si J,(z) est solution de l'équation de Bessel 
y" + zy' + (x° — v*) y = 0, alors en substituant à J, la fonction 
xz”l/y (x) on constate que y (x) vérifie l'équation 


el 
y" + (1 — — Jy=o (64) 


z° 


Pour de grandes valeurs de zx (x > v) il est naturel de tenter de 
remplacer cette équation par l’équation 


y, + y = 0 (65) 


x 
! 
*) La fonction définie par l'intégrale | dé s'appelle fonction intégrale 


exponentielle et se note Ei (zx). 
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qui admet pour solution 
Y1 = Go Sin Z + b, cos zx. 


On peut améliorer la précision (pour de grandes valeurs de zx) en 
remplaçant les constantes a, et b, par le développement suivant les 
puissances négatives de zx: 


©œ œ 

sa - 2 
2 Ant Le > b,z Le 
n=0 Næ(0 


Cela signifie que la solution de l'équation (64) peut être cherchée 
sous la forme | 


y(z)= D arr "sinz+ N b,r "cos x. (66) 
næ=0 n=0 


En introduisant l'expression (66) dans l'équation (64), on obtient 


D et, (0-4) (0) 
D Lee 


y (2) =] &o— DE 2 (2x)? do + J* 
= 1 11. 9 
X sinxz+| b,— x: a C3) 2), + cosz. (65) 
1 L 0 2z 0 — 2 (2) 0 ul : 


On peut continuer ce processus. Il importe de remarquer que ces 
expressions conduisent à un résultat précis pour v = + + SE _ Sons 


(v. fonctions de Bessel d'indice demi-entier). On dit que (65) est 
équation limite de (64) (l'équation (65) est obtenue à partir de (64) 
si, dans le coefficient de y, on effectue le passage à la limite pour 


z— + oc). La solution de l’équation (65) pour de grandes valeurs 
de z (surtout pour v = + 2-1) définit assez bien le comportement 


de la solution de l'équation initiale (65). @& 

Les exemples ci-dessous montrent que le comportement asympto- 
tique des solutions d'une équation différentielle ne peut pas se 
déduire toujours du comportement des solutions de l'équation limite. 

Prenons la fonction 


y (x) = 2x sin (8 +C), a>0, B>0 (68) 


et établissons une équation différentielle pour laquelle y (x) sera 
une solution. On a 


y'=art-1 sin (r8+ C)+Brt8-1 cos (x8 + C); 
" a (œ—1) … p2 ee 8 
y [ET 5 = sin (x8+C) + 


z3 


LB (2a + B—1) r%+8-2 cos (z8+ C). 
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Exigeons que & et B soient liés par la relation 


B (2x + B — 1) = 0. (69) 

Alors, la fonction donnée y (x) vérifiera l'équation différentielle 
1— = 

J'+ [Er +5 ] y =0. (70) 


Supposons que 0 << B << 1, par exemple B = 1/2. Alors de la condi- 
tion (69) on trouve &« = 1/4 et la solution 


y(x)=Y zsin (Vz+cC) (71) 
de l'équation (70) pour z — + o sera oscillante. D'autre part,on a 


p? a (— a) ] _ 
lim + | = 0, 


= 9 
et L 22-28 


de sorte que l'équation limite correspondant à l'équation (70) sera 


y" = 0. (72) 
Sa solution générale 
y = Az + B (73) 


ne comporte pas de partie oscillante. 

Ainsi, le comportement asymptotique de la solution (71) de 
l'équation différentielle (70) ne peut pas être prévu d’après le com- 
portement de la solution (73) de l'équation limite (72). 

Indiquons quelques résultats qui s’y rapportent. Soit donnée 
une équation différentielle 


y" + Pa (x) Y° + Pe (x) y = 0, (74) 


où 
Pi MMM AE S'en 
P2 (x) = bo a + +: (15) 


de sorte que 
lim p,(z) =a@, lim p, (x) = bo. (76) 
+0 ze 


L'équation limite est dans ce cas de la forme 
y + ay + boy = 0, (77) 
c'est-à-dire une équation à coefficients constants. Soient À, Àe 


les racines (pour simplifier nous les supposerons distinctes) de l’équa- 
tion caractéristique 


À + a + bo = 0. (78) 


Les solutions de l’équation limite sont les fonctions exponentielles 
e’- 1%, e hox, 
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Il se trouve que le comportement asymptotique des solutions de 
l'équation (74) est analogue non pas au comportement des combi- 
naisons linéaires d’exponentielles ex, eÂ:* mais à celui des combi- 
naisons linéaires de fonctions 

eMxr01, eh:xr0s, (79) 


où les exposants 0,, 6. sont définis par les formules 


ay + bi GiÂs tds 
HT tm" 27 a+2h (80) 


Les fonctions (79) dépendent non seulement de a, et b,, c'est-à-dire 
non seulement des valeurs limites de p, (x) et p, (x) pour z + +oo, 
mais aussi des coefficients a;, b, intervenant aux seconds membres 
des égalités (75). 


Théorème. Si l'équation caractéristique À° + ah + b, = 0 a de 
racines distinctes À; et À. et si 


6. = — ah +: 0, = — Aa di 
: 2h +00 ? d 2h +00 ? 


alors l'équation 
+ (a+ ++.) y + (dot ++...) y=0 


possède des solutions linéairement indépendantes y, (x) et y. (x) qui 
sont représentables sous forme de séries asymptotiques : 


Ya (x) — enezos PIN AR NE 
Va (a) enszes (1444). (81) 


Si les racines de l'équation caractéristique coïncident, alors un 
terme logarithmique peut apparaître. La solution y, (x) peut être 
représentée par une série asymptotique du type de la première série 
(81), alors que la deuxième solution y, (x) est maintenant représen- 
table sous la forme d’une série 


pa(2)— Aui(a)nz+emrrn (K+ Sie...) (82) 


Dans ces conditions, les coefficients 4;,, B;, K; peuvent être déter- 
minés par la méthode connue des caefficients indéterminés en intro- 
duisant les expressions (81) ou (82) dans l'équation et en annulant 
les coefficients des puissances 1/x. Dans ce cas, la dérivation formelle 
des développements asymptotiques, dont la validité n’est pas claire 
à priori, conduit à des représentations asymptotiques correctes des 
fonctions cherchées. 
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765. Montrer que l'équation y" + (1 + 5) y —=0 a pour 
Zz—+ +oo deux solutions de la forme 


y (zx) = (1+0 (<)) cosz, Ya (x) = (1+0 (=)) sin x. 


766. Montrer qu2 l'équation y” —(1 — 55) y = 0 a pour zx —+ 
— +oo deux solutions de la forme 


n@=(1+0(4))e. nee (1+0(4))e 


CHAPITRE III 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


$ 19. Notions fondamentales et définitions 
Un système d'équations différentielles ordinaires 


F,\(x, UE Yu …..s y(), Y2: Yes …. y{ne), cs Un: Uns ….) y(An)) = 0 


(1) 
h=1,2, 250, 


résolu par rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé y{h), 
y), ..., yln) s'appele système canonique. Il est de la forme 
( yRN = f, (x, Yi UE ..s y{hi-1), Us, Ya .. 
ne US ces Une Jar seen YOU), 
ya = f(x, y, gi, ..., yUu, yo, yes, 
Do. ge, Yns Yno ses YU), (2) 


y f, (z, Yi UE RS y{h—), YarUa se 

Up, Yns Yns oc. Yn D), 
On appelle ordre du système (1) le nombre p égal à 
P =h+k+...+k,. 


Exemple 1. Ramener à la forme canonique le système d'’équa- 
tions 


YÿeY, — In (y: —ys) =0, 
y, —y2=0. 
Solution. Le système considéré est du troisième ordre car 4, = 2, 


k, = 1 et donc p = 3. En résolvant la première équation par rapport 
à y, et la deuxième par rapport à y,, on obtient le système canonique 


yi=yte"h, yi=ln(y;i+yi). @ 
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Un système d'équations différentielles ordinaires du premier ordre 


ER = j, (4, Ti Los CCR X Zn): k= 1, 2; RUE n, (3) 


où £{ est une variable indépendante et z,, z:, ..., x, sont des 
fonctions inconnues de t, s'appelle système normal. 

Le nombre n s'appelle ordre du système normal (3). On dit que 
deux systèmes d'équations différentielles sont équivalents s'ils possè- 
dent mêmes solutions. 

Tout système canonique (2) peut être ramené au système normal 
(3) équivalent et l'ordre de ces systèmes sera le même. 

Exemple 2. Ramener au système normal le système d'équations 
différentielles suivant 

d?z 


ar —y=0, 
dy … 
Be —2r=0. 


. dz 
Solution. Posons z=7z:,, = In Y—=Ts Alors on aura 


= = Lo, See et le système donné sera ramené au système 


normal du troisième ordre suivant 


dz; 1 
(2 
dre 
| de 75 
| drs = 2z: 

dt _# 


Exemple 3. Ramener l'équation différentielle 


d? dz 

nn +P(t)+a(t)z=0 
au système normal. 
dis _ dm. 
dti dit 
En portant ces expressions dans l'équation donnée, on obtient 

d 

Re +P (£) z2+ q (1) ri = 0. 
Le système normal sera de la forme 


d d 
= tn “= —P(t)r—q(t) x. 


, dz dz 
Solution. Posons zx = 1, TX 22 alors = 22 


On appelle solution du système (3) dans l'intervalle (a, b) l’en- 
semble de nr fonctions quelconques 


Zi = M (t), Ze = Po (t)o + + +» Tn = Pn () 
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définies et continûment dérivables dans l'intervalle (a, b) si elles 
transforment les équations du système (3) en identités valables pour 
toutes les valeurs de t € (a, b). 


Exemple 4. Montrer que le système de fonctions z, = —1/t°. 
Zs = —tInt définies dans l'intervalle 0 << t << + est solution 
du système d'équations différentielles 

dz; a 
a 2 
dr: _ ze 
den 
e dr; 2 dre . . 

Solution. On a D =R, —1—Int. En introduisant 

dr; t dre 


dans l'équation du système donné au lieu de x4, æ, TZ © 
leurs expressions par {, on obtient les identités 


2m 7  _int—i=m—lnt—i, 0ct<+o. 


dt 


Vérifier si les systèmes de fonctions donnés sont solutions des 
systèmes d'équations différentielles donnés: 


dr: 


— 2 
x = —2tr;, LR 

767. à + t° 
dr z>=t Int. 
dr, Le 
Dh fait, 

768. d 2e! 
sde; | 26 
LEE 
dt ‘? T=e" 
dt z ? 
dy __:—1 
“dr — A ; =ztz+e , 

770.4 © a. 

z 2 =6 


Le problème de Cauchy pour le système (3) consiste à trouver 
des solutions 
TZ; — TL (£), Ta —= Lo (£), +) Ln —= Ln (£) 
de ce système qui satisfont aux conditions initiales 
T1 (to) = Ti Lo (to) = Ze -...r Tn (lo) = Zn (4) 
OÙ or Lls Ti + + +, In Sont des nombres donnés. 
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Théorème d'existence et d’unicité de la solution du problème 
de Cauchy. Soit donné le système normal d'équations différentielles (3) 
et soient des fonctions f; (t, Zi, Tes - + +, Tn)s à = À, 2, . .., n, défi- 
nies dans un certain domaine D de dimensions nr + 1 dans lequel varient 
les variables t, x, ze, . . ., æn. S'il existe un voisinage Q du point 
Mots, 2°, 2, - - ., 2n) dans lequel les fonctions f, a) sont continues, 
b) possèdent des dérivées partielles bornées par rapport aux variables 
Lis Los + + + Enr Alors il existe un intervalle 1. —h<t<t+h 
de variation de t dans lequel le système normal (3) a une solution et une 
seule qui satisfait aux conditions initiales (4). 

Le système de 7x fonctions dérivables 


mit, Ci Coyooes Cnh i=14,2,..,n (5) 


de la variable indépendante t et de nr constantes arbitraires C;, 
Ca, «+. Cn S’appelle solution générale du système normal (3) si: 
1) pour toutes valeurs admissibles des C;, C:, ..., Ch le système 
de fonctions (5) transforme les équations (3) en identités; 2) dans 
le domaine où sont satisfaites les conditions du théorème de Cauchy, 
la fonction (5) résout tout problème de Cauchy. 

Exemple 5. Montrer que le système de fonctions 


zi(t) = Cie + Cest, 


22 (t)= 200"! — 20e! (6) 
est la solution générale du système d'équations 
dz; 
Car 1 72) 
(7) 
SE = Lo— tie 


Solution. Dans l'exemple considéré le domaine D est 
—00 LIT +o0, —00 <L Ty, Te +00. (8) 


En introduisant les fonctions 2, (t) et x, ({) définies par (6) dans 
le système d'équations (7) on obtient des identités en t qui sont 
valables pour toutes les valeurs des constantes C, et C:. Aïnsi, la 
condition 1) qui définit la solution générale est satisfaite. 

Vérifions la réalisation de la condition 2). Remarquons que pour 
le système d'équations (7) les conditions du théorème d'existence et 
d’unicité de la solution du problème de Cauchy sont satisfaites dans 
tout le domaine D défini par les relations (8). Aussi pour les condi- 
tions initiales peut-on prendre tout triplet de nombres t5, 2?, 2°. 
Alors les relations (6) donnent, pour déterminer C, et C., le système 


af = Cie-to + Ceñto, 
"0 _—. 2C,e-to— 2C,eîto, 
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Le déterminant de ce système À — —4e°to 0; par conséquent, 
ce système est univoquement résoluble par rapport à C, et C. quels 
que soient 1°, 2° et to. Cela équivaut à dire que tout problème de 
Cauchy est résoluble. Ainsi le système de fonctions (6) est la solution 
générale du système d'équations (7). @ 

Les solutions obtenues à partir de la solution générale pour des 
valeurs concrètes des constantes C;, C2, ..., C, s'’appelent solu- 
tions particulières. 

Exemple 6. Connaissant la solution générale (6) du système (7), 
trouver une solution particulière de ce système qui satisfait aux 
conditions initiales x, (0) = 0, x, (0) = —4. 

Solution. Le problème se ramène à la recherche des valeurs des 
constantes C, et C, qui vérifient les relations 


0 = C; + Ces —4 = 2C; — 2Cs: 


En résolvant ce système, on trouve €, = —1, C: — 1. La solution 
particulière cherchée est 
2 (t) = —e"t + est, x, (t) = —2e"t — 9eï!, 


Remarques. 1. Il y a des systèmes d'équations différentielles 
qu'on ne peut pas réduire à une seule équation. Par exemple, le 
système 

dz, 
"dt = — Li) 


dre 
d& 72 


se répartit en deux équations indépendantes. La solution générale 
s'obtient dans ce cas par l'intégration de chaque équation séparé- 
ment : 


T: — Ce”{, Lo — Cet. 


2. Si le nombre d'équations du système est égal à r et le nombre 
de fonctions inconnues est NV, tel que V >> n, un tel système est 
indéterminé. Dans ce cas on peut choisir arbitrairement N —n 
fonctions cherchées (pourvu qu'elles soient dérivables un nombre de 
fois nécessaire) et définir les autres nr fonctions à partir d'elles. 

3. Si le système comporte » équations et le nombre de fonctions 
cherchées est NW, tel que N << n, ce système peut s'avérer incompa- 
tible, c'est-à-dire n’admettant aucune solution. 

Soit donné le système normal de deux équations différentielles 
(pour simplifier) 

LE 


dt — fi(l, Ti, Lo), 


d 
= fa(t, Tir T2). 
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Nous allons considérer le système de valeurs de t, z;,, zx. comme 
coordonnées cartésiennes rectangulaires d’un point dans l'espace 
à trois dimensions rapporté au système de coordonnées Ofz;,r,. La 
solution 


Z = At), Ze = Lo (t) 


qui prend pour t = t, la valeur 2}, x, représente dans cet espace une 
certaine ligne passant par le point Mo (to, 1, z.). Cette ligne s'ap- 
pelle courbe (ligne) intégrale du système nor- 
mal (9). 

Le problème de Cauchy pour le système 
(9) permet alors un énoncé géométrique sui- 
vant: dans l'espace de variables (f, x,, x.) 
trouver une courbe intégrale qui passe par le 
point donné (fo, z;, 2). Le théorème de 
Cauchy établit l'existence et l'unicité d’une 
telle courbe. 

On peut donner encore une interprétation 
du système normal (9) et de sa solution. 
Considérons la variable indépendante t comme temps et le système 
de valeurs des fonctions z;,, z. comme coordonnées cartésiennes rec- 
tangulaires d'un point du plan z,0z:. Ce plan de variables x,Oz, 
s'appelle plan de phase. Dans le plan de phase la solution 


Ti = Lt), Te = Lo (t) 


Fig. 28 


du système (9), qui prend pour { = {, les valeurs initiales x°, z., 
est représentée par la ligne AB (fig. 28) passant par le point 
Mo (x, 2°). Cette ligne s'appelle trajectoire (de phase) du système. 
Il est évident que la trajectoire du système (9) est la projection de la 
courbe intégrale sur le plan de phase. 

Le système (9) définit à tout instant de temps t, au point donné 
(z,, z+) du plan de phase, les coordonnées de la vitesse {f,, f.} de 
déplacement du point. 

Exemple 7. Résoudre le système d'équations 


HU get 0} 
pour les conditions initiales 


z (0) = zos Y (0) = Yo. (11) 
Solution. En dérivant une fois par FAPpOË à t la première équa- 


Cd 


tion de système (10) et en introduisant TL — —z dans l'équation 

obtenue, on ramène le système (10) à une seule équation du deuxième 
2 

ordre + x = 0 dont la solution générale est 


zx = Cicost + C,sint. 
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Puisque y — + on a y = —C,sint + C;cost; si bien que ia 
solution générale du système (10) est 
z = C,cost + C;,sint, y = —C;sint + C;, cost. (12) 


Une solution particulière du système (10) qui satisfait aux condi- 
tions initiales (11) sera 


Z = Lo COS t + yosint, y — —To sin t + yo Cost. (13) 


En éliminant t entre les équations (13) (en élevant au carré et en 
additionnant membre à membre) on obtient la trajectoire de phase 


ZE y" —=hR", (14) 


où R = Vz° + y. C'est une circonférence passant par le point 
Mo (Zo: Yo). En mettant l'équation (13) sous 
la forme 


z=Rsin(t+a), 
y = R cos (t + a). 


où R=Vz +y,sina —2/R, cos a = 
— ÿo/R, on remarque que l'équation (15) 
exprime la variation en fonction du temps 
des coordonnées courantes du point 
M (zx (t), y (t)) ou tout simplement de À7 (t) 
qui commence son mouvement à l'instant 
pour { — 0 depuis le point M, (to, Yo) et 
se déplace suivant la circonférence (14) 
(fig. 29, a). 

Le sens de mouvement du point M (t) 
sera défini à l’aide du système donné (10). 
Pour zx >0,en vertu de l’équation V7, 
la valeur de y décroît (comme, par exemple, 
au point M, (t)) alors que pour z << 0 la 
valeur de y croît (comme par exemple au 
point #, (t)). Ainsi, le point 7 (t) se dé- 
olace sur la courbe (14) dans le sens des 

29 tiguilles d’une montre. En faisant varier 
ONE arbitrairement les conditions initiales (11) 
(en restant toutefois dans des limites 
physiquement admissibles), c’est-à-dire en modifiant arbitrairement 
la position du point initial Mo (Zo, Yo), on obtient toutes les tra- 
jectoires de phase possibles (14). 

Donnons maintenant une autre interprétation des équations (15) 
(ou, ce qui revient au même, des équations (13)). Dans l’espace à 
trois dimensions, prenons un système de coordonnées cartésiennes 


(15) 
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à droite Oxyz. On se rend compte sans peine que le point A (zx (t), 
y (t), 3 (t)) (ou, en abrégé, le point 4 (t)) de coordonnées (fig. 29, b) 


z(t)=Rsin(t+a), y(t) = Rlcos (t + «), z(t) —=t (16) 


commence son mouvement à l'instant &t — O depuis le point initial 
No (Zos Yo 0) et, avec l’augmentation de ft, monte suivant une ligne 
en spirale (16) placée sur le cylindre (14) de génératrice parallèle 
à l'axe Oz. 

Il est évident que le point W, coïncide avec le point M, et que 
pour tout t le point {NV (t) est projeté en le point M (t) sur la tra- 
jectoire de phase. Le point M (t) se déplaçant dans le sens des aiguil- 
les d’une montre, la courbe intégrale décrite par le point À (t) est 
une ligne hélicoïdale gauche sur le cylindre (14). Pour les différentes 
positions du point VW, (zo, Yo, 0), les courbes intégrales du système 
(10) correspondant aux différentes valeurs de R = V x? + y? sont 
projetées sur le plan zOy en les courbes différentes (14), alors que les 
courbes intégrales correspondant à une seule et même valeur de R 
sont projetées en une seule et même courbe (14). @ 

On appelle intégrale du système normal (3) une fonction 
Ÿ(Ë, Ti, Los - . ., Th) définie et continue avec ses dérivées partielles 


du premier ordre a : _ s k=1, 2,..., n dans le domaine D si, 


lorsqu'on y porte une solution arbitraire z, (£), x: (t), . . ., x, (t) 
du système (3), cette fonction prend une valeur constante, c’est-à- 
dire une fonction Ÿ(f, Zj, Ze, . . ., Th) qui dépend uniquement 
du choix de la solution z, (ft), za: (t), . . ., x, (t) et non de la va- 
riable ft. 

On appelle intégrale première du système normal (3) l'égalité 


WE ms. 2) =" C, 
OÙ W(f, Ti, Tes - « ., Tn) est l'intégrale du système (3) et C une 


constante arbitraire *). 
Exemple 8. Montrer que la fonction 


PE, 2 2) = Ts (17) 


définie dans le domaine D :t #0, —o0 << x,, ze << +00 est intégra- 
le du système d'équations 


A _ 
dt + 
dr. (18) 


*) Parfois on appelle intégrale première du système (3) l'intégrale de 
ce système. 


12—0874 
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si la solution générale de ce système est 
ZT; — Ci, Lo — Cr + Cat. (19) 


Solution. En introduisant (19) dans (17), on obtient 


LAC T1 Te) = Y (4, Cit, Catr+ Cat) = CCS 


—Cit =C. 


dans le domaine D. Par suite, la fonction (17) est dans le. domaine D 
l'intégrale du système d'équation (18) et, par conséquent, une intégra- 


. «= LT « 
le première de ce système sera mi — z, = C, où C'est une constante 


arbitraire. 
Théorème. Pour qu'une fonction \p (t, z;, Zoe, . . ., Zn) soit intégra- 
le du système (3) il faut et il suffit que les conditions 
L 
0 à 
+ 2 ht Li Zn er En) ge = 0 (20) 
k= 
soient satisfaites dans le domaine D. 
Exemple 9. Montrer que la fonction 
Dé, Ti, Tr) = arctg nl (21) 
est l’intégrale du système d'équations 
dx; __ z? dre _ x? 
Te a (22) 
Solution. Dans ce cas 
Î (£, Lis 2) =, fa (4, Ts 7) = ——. (23) 


Cherchons les dérivées partielles de la fonction w ({, xz;, x:). On a 


DD _ _4 D 7: 9 ____#" (24) 
ôt 7 — zi+z T7 zi+zs ° : 


En introduisant (23) et (24) dans le premier membre de (20), on 
obtient 


+ hu 2) + fe au 2) = 


1: +. LE. à : 
tai ta qe +10 


dans le domaine D: —o0 <t << +oo, x, Æ 0, x 0. 
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Ainsi, la fonction (21) est l'intégrale du système d’équations 
(22), et, par suite, l’intégrale première du système (22) sera 


arctg —t= C, 


où C est une constante arbitraire. 

Le système normal (3) a une infinité de systèmes d’intégrales 
premières. 

Les intégrales 4,, +, . . ., w, du système (3) s'appellent intégra- 
les indépendantes par rapport aux fonctions cherchées z;, Ze, . . ., Tn 
si les fonctions 4, Ÿ», - - -, YA ne sont reliées par une relation de la 
forme Æ (Wb,, %2, . . ., ŸWh) = O0 pour aucun choix de la fonction F 
qui ne dépend pas explicitement de x;, Zo, . . ., Zn. 


Théorème. Pour que les fonctions 4, we, . . ., Ÿn possédant des 


dérivées partielles EL » is k—=1,2,...,n soient indépendantes 


par rapport à Zj, Toy + + :» In dans un certain domaine D, il faut et 
il suffit que le jacobien de ces fonctions soit différent de zéro dans le 
domaine D, 
Oÿr O1 
OZ: (IE D ÔZn 
D (ÿ:, Yo .…. Ÿn) ne OŸe 2 uns 0Ÿa Æ 0. 


D (Z19 Los Zn) . OT; ÊTa On 


Oÿn, On ,., On 
0x: ÔTe ÔTn 
On appelle intégrale générale du système normal (3) l'ensemble de nr 
intégrales premières indépendantes de ce système. 
Si l’on connaît k intégrales premières indépendantes du système 
(3), À << n, l’ordre de ce système peut être abaissé de X unités. 


Vérifier si les fonctions données w sont des intégrales premières 
des systèmes donnés d'équations différentielles : 


CL 
L dt zx 
171. dz Ÿ= rire". 
dt Lo Ti 
dr _ er 
ne dé d : - 
7112. dy _ = y, P=A+a)e—e " 
dd +1 : 
dz y—+t 
_ dt z+y! a) W=rz+y—t, 
113 dr 
dt — z+y b)p=xz+y+t 
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Pour les systèmes d'équations différentielles qui suivent, vérifier 
si les couples de fonctions donnés forment les systèmes d’intégrales 
premières indépendantes : 


E= x, z+y+t=cC,, 


dt _y— 

774. da . 
dt — y—z ? x? + y Ll2= Cr 
dz t+y ZT — y C 

775. dt  z—y" t—x ‘1 


$ 20. Méthode des éliminations successives 
(réduction d'un système d'équations différentielles 
à une seule équation) 


Ün cas particulier d’un système canonique d'équations diffé- 
rentielles est une seule équation d'ordre nr résolue par rapport à la 
dérivée d'ordre le plus élevé 


mo = f(t,z, 2, ..., mm D). 
Par introduction de nouvelles fonctions 
LL =7T (1), 71.0), Li 27 (0) 


cette équation se remplace par un système normal de 7 équations 


2 =#f(t,z, Li, Lo, ... Tn-1). 


On peut également affirmer la réciproque, à savoir que dans le cas 
général le système normal de n équations du premier ordre 


dz 
ir = (6 Ti, Ze, ..., En), 


dr 
dt 


= Î: (é, Lis Los ZA), 


ms). (£, Lis Los Tn) 
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est équivalent à une seule équation d'ordre ». C'est la base de l’une 
des méthodes d'intégration des systèmes d'équations différentielles 
appelée méthode des éliminations successives. 

Jlustrons cette méthode sur l’exemple de système de deux équa- 
tions 


—az+by+f(o), =cr+dy+e (0, (1) 


Ici a, b, c, d sont des coefficients constants et f (t) et g(t) sont 
des fonctions données; zx (t) et y (t) sont des fonctions cherchées. 
De la première équation du système (1) on trouve 


4 /d 

y (az f(t)). (2) 
En introduisant dans la deuxième équation du système le second 
membre de (2) au lieu de y et la dérivée du second membre de (2) au 
lieu de ., on obtient une équation du second ordre par rapport 
à xæ(t): 

A À 

A ip T —=+Cr+P(t)=0, 
où À, B, C sont des constantes. On en déduit que z = z (ft, C1, Ch 
En introduisant les expressions obtenues pour x et FT dans (2), 


on trouve y. 
Exemple 1. Intégrer le système d'équations 


d 
a =Y+1, 
dy (3) 
dt = TZ + 1. 
Solution. De la première équation du système (3) on trouve y = 
= Le 1, alors 
dy _ d?z 
CT () 


En introduisant (4) dans la deuxième équation du système (3), on 
obtient une équation différentielle linéaire du second ordre à coeffi- 
cients constants 


3 
us —z—1—0. (5) 
La solution générale de l’équation (5) est 
z = Cjef + Cet — 1. (6) 
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En calculant la dérivée de (6) par rapport à t, on trouve 
y= 1 = Cet + Cet — 1. 
La solution générale du système (3) est 
z = Cet + Cet — 1, y = Cet — Cet — 1. 
Exemple 2. Résoudre le problème de Cauchy pour le système 


d?2 
Jde 


; (7) 
+ = —z—3y, 
. (0) —6, y (0) = —2. (8) 
Solution. De la deuxième équation du système (7) on trouve 
d 
z= —3y—+, (9) 
d'où 
dz dy  d?y 
dd da: (0) 
En introduisant (9) et (10) dans la première équation du système (7), 
2 ; 
on obtient l'équation Tr — y —= 0 dont la solution générale 
y = Cet + Ce”. (11) 


En portant (11) dans (9), on trouve 
z = —4Ciet — 20e. 
La solution générale du système (7) est 
= —4Cet — 2Ce-t, y = Cet + Cet. (12) 


Pour les conditions initiales (8) et (12), on obtient le système d’équa- 
tions permettant de déterminer C, et C.: 


6 = —4C, — 20. 
L. — Ci + Co 


dont la résolution donne C;, = —1, C,; — —1. En portant ces valeurs 


de C, et C: dans (12), on obtient la solution du problème de Cauchy 
posé 


x = et + 2e, y — —et — et. 


Exemple 3. Résoudre le système d'équations 


dr 
TZ = —Z+ yl, 
2 dy 


Ar — — 2x + yt. 
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Solution. De la première équation du système, on tire 


z dz 
TT 
si bien que 
dy _ 1 d?r 
dal. % + dé? * 


En introduisant ces expressions de y et 2 dans la deuxième équation, 
on obtient 


dir dr dir 
Pr +t— d'-?= rate Tr , ou = 0. 


2 
En posant { = 0, on tire de la dernière équation e — 0 et après 


l'intégration on obtient zx = C,; + Cet. On trouve maintenant sans 
peine que 

y=E+ = Gt0t | ç,22c,+ à 
La solution générale du re donné est 


z=Ci+Cit, y= +20, #0. 


En appliquant la méthode des éliminations successives, résoudre 
les systèmes d'équations différentielles suivants: 


0}. 
776. à 


777. 


d 
TH =2+5y, 


= — z— 3y, z (0) = — 2, y (0) =1. 


779. : 


” 


dy ee 
4 L _— + 92z=siné, 


+ 3r+4y=0 
778. 4 
HE +2r+5y=0, (0) =1, y(0)—4. 
780. F 


L+y= cos £. 
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{ CO Le dz _ 
” | : | 783. . 
| dt = dm 7 
: dr d 
Éd a. an tar tz=0, 
784. 
js dz dy 
| | Tan — 
782. à —r+z, PE = Sr+ y. 
d'à. 785. dy 
LU, dt ï a = —2r 
d? : 
qe = +, 
786. À : 5 
= —2r+x, z(0)=z(0)=1, y(0)=0. 


$ 21. Recherche de combinaisons intégrables. 
Forme symétrique d'un système d'équations 
différentielles 


1°. Recherche de combinaisons intégrables. Cette méthode 
d'intégration d’un système d'équations différentielles 


TER = fn (é, Lys Lo) 9 F2 k= À, 2, Mc nm, (1) 


peut se résumer de la façon suivante : à l’aide des opérations arithmé- 
tiques convenables (addition, soustraction, multiplication, addition) 
on forme à partir des équations du système (1) des combinaisons 
dites intégrables, c'est-à-dire des équations assez faciles à résoudre 
de la forme 

du 
“dt 


où u est une certaine fonction des fonctions cherchées zx, (t), 

Ze (t), .- .., æ, (t). Chaque combinaison intégrable fournit une seule 

intégrale première. Si on a trouvé rx intégrales premières du système 

(1), son intégration est achevée ; dans le cas où on n’a obtenu que m 

intégrales premières indépendantes, m << n, le système (1) se ramène 

à un système comportant un plus petit nombre de fonctions inconnues. 
Exemple 1. Résoudre le système 


F (1, u, )=0, 


d | 
= 2(si+ x), x 
dz, (2) 


dt = 4xTol. 
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Solution. En additionnant membre à membre les deux équations, 
on obtient 


d (z1 + 
EE = (21 + 22)° 94, 
d'où 
1 


En soustrayant membre à membre la FREE équation de la pre- 
mière, on trouve 
d (z — 2? ) 9 
—— gg = 2t(x— 2), 


d’où 


1 D '— 
. += Ci. 
Ainsi, on a obtenu deux intégrales a du système donné 
Va (E Zas Do) = + DE ——=0C;, 
= Co, 


Ye (4, Lis Zo) = L? + 


qui sont indépendantes parce que le jacobien est différent de zéro: 


T1 — Te 


Où WI |[___ 1 ___ 1 
D (Wis Ye) _| 071 07s | Gta) (itzs) | 
D (z1: T2) = OŸe 0Ÿe sn 1 1 & 

Or 67 | | (az) (2) 


2 
BDNTT mers) 5 (. 
L'intégrale générale du système (2) est 
+ =C;; Cds ne 


La résolution du système (3) par rapport aux fonctions inconnues 
donne la solution générale du système (2): 


Ci+Ce— 213 : Co—C; 
— 2(C1—42) (Co—t) ? "7 2(C1— 0) (Cat?) 


Exemple 2. Résoudre le système d'équations 


— =C (3) 


( dr T1— Ta 
dt T3—t 
dre —_ Ti — Te 
dt _ zxs—t (4) 
drs 
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Solution. En soustrayant membre à membre la deuxième équa- 
d(z1 — 72) 


tion de la première, on obtient 7; d'où l’on tire une intégrale 
première du système (4) 

Li TC; (5) 
En reportant (5) dans les deuxième et troisième équations du systè- 
me (4), on obtient un système à deux fonctions inconnues 


de, © 
a o 
mr =CGi+i. 
De la deuxième équation du système (6) on déduit 
Ts = (Ci +1)t+ Ce. (7) 
Introduisant (7) dans la première équation du système (6), on obtient 


dre C 
de Cire: Zo=In|Cit+C:|+C:; 


ainsi, 
Z1—T = Cy Ze =In|Cit+Cl+Cs 
Ta = (Ci +ii+ Ce. 
On en tire la solution générale du système (4): 
n=MiCi+Cl+Ci+Cs 2 =In|Cit+C:l+Cs 
za = (CO +i)t+ Ce. 


Exemple 3. Trouver une solution particulière du système 


dr | 
de 3° 
dy _ _1_ 
dt  _zxz—t? 


qui satisfait aux conditions initiales x lo = 1, y leg = 1. 
Solution. Ecrivons ce système sous la forme 


dr _ d(z—t) 
v(a—t)=—t Va ——! 
dy ou dy 
(c—t) <=1 (—t) <=. 
Additionnons membre à membre les dernières équations, il vient 


= d 
y LED + (20) #0, ou a l@—t)yl=0. 
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On en trouve l'intégrale première (x — t) y = C,. Puisque x — t — 
= C/y, la deuxième équation du système prend la forme + TE: 
d’où y = Coet/C1. Ainsi, 

(—t)y= Ci y = Céet/Ci. 
On en déduit la solution générale 

st Sie, peace 


En posant t — 0 dans ces égalités, on trouve 1 = C;/C:, 1 = C2, 
c'est-à-dire C, = C: = 1, si bien que la solution particulière cherchée 
sera 

= t+e-t, y = et. 


Exemple 4 (décomposition d'une substance). Une substance À 
se décompose en deux substances À et Y, la vitesse de formation 
de chacune de ces dernières étant proportionnelle à la quantité de la 
substance non décomposée. Etablir la loi de variation des quantités 
x et y des substances X et Ÿ en fonction du temps t, si pour t = 0 
on a z — y = 0 et, au bout d’une heure, x = a/8, y — 3a/8, où a 
est la quantité initiale de la substance À. 

Solution. A l'instant t, la quantité de la substance À non décom- 
posée est égale à a — x — y. D'après les hypothèses du problème 
on a 


d 
T=h (a—z—y), 


(8) 
D=k(a—z- y). 


En divisant membre à membre la deuxième équation par la première, 
on obtient 


dy __ ke °. __k: 
dr d'où y=eTz+ Cie 


Pour t = 0 on a zx = y = 0, si bien que de la dernière équation on 
tire C;, = 0 et donc 


k 
= Te (9) 
En reportant (9) dans la première équation du système, on obtient 
l'équation 
+ tk) 2 = ia, 


dont la solution générale est 
ka 


FT kHth 


+ Ce: + ka 
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En utilisant la condition initiale x |;-5 = 0, on trouve C, = mn 
de sorte que 

ze er [A —e-Ua+aot], (10) 
Introduisons (10) dans (9), il vient 

y [{—e-h+ht], (10") 


hi + 


Pour déterminer les coefficients k, et X., prenons pour unité de 
temps une heure. Puisque par hypothèse x = + et y à pour 


8 8 
t = 1, on déduit de (10) et (10”) que 
k 1 k 3 
pre Co D à a PEER (=er nn) 


d’où 
ka = 3k,, k, + ks = In 2, 


si bien que k, = ER ks = 2 In 2 et la solution cherchée du 
système (8) est 
2=2(4—2%), y= (4-2). 


Exemple 5. (Equilibre des gaz dans des vases communicants). 
Soient deux vases de volumes respectifs V, et V, contenant un gaz. 
À l'instant initial, la pression du gaz est P, dans le premier vase 
et P, dans le second. Les vases sont mis en communication au moyen 
d'un tube par lequel le gaz s'écoule d'un vase dans l’autre. En suppo- 
sant que la quantité de gaz s’écoulant en une seconde est proportion- 
nelle à la différence de carrés des pressions, déterminer les pressions 
P1 et P: du gaz dans les vases à l'instant t. 

Solution. Soit a la quantité de gaz passant par unité de temps 
pour une différence de pressions égale à l'unité. Alors, la quantité 
de gaz passant pendant un temps dt d’un vase dans l’autre est égale 
à a (p° — p:) dt. Cette quantité est égale à la diminution du gaz 
pendant le temps dt dans l’un des vases et à son augmentation, pen- 
dant le même temps, dans l’autre. On peut donc écrire le système 
d'équations 


a d 
a(pi— pr) =bVr u4) 
d 
a(pi—p})= —bV, +, 


où b est un coefficient constant. 
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Retranchons membre à membre les équations du système (11), 
il vient 


Y, La dE V2 Ce = 0, 
d’où 
ViPs + VoPe = Cr (12) 


Multiplions les deux membres de la première équation du système 
(11) par p,V. et les deux membres de la deuxième équation par 
P2V: et additionnons-les membre à membre, il vient 


a (p?— p}) (PaVi+ PaV2) = bVi Ve (pi ps St). (13) 


En tenant compte de (12) et en divisiant les deux membres de (13) 


par pi, On a 
+ | ra J=[1-( Pi Æ) | k, 


où k — EE . En notant p-/p,=7z, on obtient 
1”2 
= d'où In | LE = 2kt+ In C, 
ou 
THE = Cent, (14) 


En introduisant dans (14) la quantité p:/p, au lieu de z, on obtient 


P1 + Pa _ °kt 
pr: = Ce“ht, (15) 


A l'instant initial &t = 0 on a p, = P;,, p. = P»:, si bien que de 
l'équation (12) il résulte 


Ci = PaVi + PoVos (16) 
alors que l'équation (15) donne 


Ce PE un) 


En partant des équations (12) et (15), on trouve les pressions cherchées 
Pi (t) et pa (t) à tout instant t, les constantes C, et C: étant détermi- 
nées par les formules (16) et (17). 
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Résoudre les systèmes d'équations différentielles suivants: 


dz ” : dz y 
= 2* + Y*, = | 
— 
787. 4 ‘ 790. d Tv 
W _ory dy __z 
dé dt Z— 1 
= —- dE sin I COS y 
de y? = | 
788. y 791. dt 
dy _ _1 dy _ 
dt zx” dr = COSzSiny. 
ds _ 2 et d _ 1 
dt y” Dr, 
789. k 792. dé y 
en et 4 _ 1 
dé Z t z 
= = COS? x COS? y + sin? x COS? y, 
793. d 
= —-sin2zsin2y, x(0)=0, y(0)=0. 


2°. Forme symétrique d’un système d'équations différentielles. 
Parfois pour rechercher les combinaisons intégrables lors de la 
résolution du système d'équations différentielles (1) il est commode 
de le mettre sous une forme symétrique 


rte nr 
Ji (t, Ti: Tor... Zn) EH Jo (t, To Los es ZA = 
dza __ dt | 
— fn (ts Zi Tessin) 1 ° (18) 


Dans un système d’équations différentielles écrit sous forme 
symétrique les variables t, z;, Zoe, . . ., x, sont équivalentes, ce 
qui permet dans certains cas de simplifier la recherche des combinai- 
sons intégrables. 

Pour résoudre le système (18) on prend des paires de rapports 
admettant la séparation des variables ou bien on utilise des pro- 
portions dérivées 


A1 __ 2 Am _ Mar + tot +. + mm 19 

D md Ce Mouche (9) 

OÙ À, Roy + «+ Am SOnt des coefficients quelconques choisis de façon 

que le numérateur soit la différentielle du dénominateur ou bien 

que le numérateur soit une différentielle totale et le dénominateur 
soit nul. 

Exemple 6. Trouver la solution générale du système d'équations 

dt dz dy 


2 —Int  int—2r" (20) 
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Solution. Une première combinaison intégrable est _ = — =. 
En séparant les variables et en intégrant, on obtient une intégrale 
première 

tnt—1)+z = C.. (21) 


Une deuxième combinaison intégrable s'obtient en utilisant les 
proportions dérivées (19). A cet effet, additionnons les numérateurs 
et les dénominateurs des fractions du système (20), il vient 

2z Int  Int—2r U , 
ici, M = 4, Ào = 1, À3 = 1. D'où l’on déduit que dt + dx + dy = 
= 0 ou d(t+z+ y) = 0 et donc 


t+r+y= Ce. (22) 


Les intégrales premières (21) et (22) fournissent l'intégrale générale 
du système (20) 


2 +it(nt—-1)=C;,,z+y+t=C:, 
à partir de laquelle on trouve la solution générale du système 
re Voie D, yet VO tiinr-f. 
Exemple 7. Résoudre le système d'équations 


4y— 5x — Ot— 3y TT 3r—4t * (23) 


Solution. En multipliant dans le système (23) les nominateurs 
et les dénominateurs des fractions respectivement par 3, 4, 5 et en 
additionnant les numérateurs et les dénominateurs, on obtient en 
raison de (19) 


3 dt 4 dx 5 dy 3 dt +4 dr +5 dy 
(Ù 


— — me = 


12y— 15z 204 — 12y 15z— 20 


(ici, M4 = 3, Às = 4, À — 9). On en tire: 3dt + 4dx + 5dy = 0 
ou d (3t + 4x + 5y) = 0 et donc 3t + 4x + 5y = C, est une inté- 
grale première du système (23). 

Puis, en multipliant dans le système (23) les numérateurs et les 
dénominateurs des fractions respectivement par À, — 2t, À. — 2x, 
à — 2y et en additionnant les numérateurs et les dénominateurs, 
on obtient en raison de (19) 


2t dt 2z dr __ 2ydy _ 2tdt+2r dr+2y dy . 
Byt— Art  A1Utz—Gyz  Gry—8ty U 
d’où 
2t dt + 2x dz + 2y dy = 0 ou d (® + x° + y?) = 0, 


et donc, une deuxième intégrale première sera #? + z° + y? = C. 
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L'ensemble des intégrales premières, qui sont indépendantes, 
donne l'intégrale générale du système (23): 


t+4r+5y= Cu É ++ y = Ce, 
Le système (23) est donc résolu. 


Résoudre les systèmes d'équations différentielles suivants: 


lt Z ty 
795. AE 
Zy yt rt 
796. dr. __dy _dp ___da 
ÿ Z q P 
797, = À 
xt — yt Ty 
= dt __ dz _ dy 
198 rt y 2x y 
dr _ 3t—4y 
dt  2y—3z 
79. du ne 
dt  2y—3z 


= (t—927x) di, 
800. be (t— 2x) 


tdy=(iz+ty+2r—t) dt. 
801 t dt dz dy 


Z3—21y—y  ZHYy  2z—y" 


$ 22. Intégration des systèmes linéaires 
homogènes à coefficients constants. 
Méthode d'£Euler 


On appelle système linéaire homogène à coefficients constants un 
système d'équations différentielles de la forme 


n 
LS Gnta(t), i=1, 2,..., n, (1) 


ke! 
où ain sont des coefficients constants et zx, (t):est la fonction incon- 
aue de t. 


Le système (1) peut s'écrire en abrégé sous forme d’une seule 
équation matricielle 


= AY. (2) 
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EE 


où 
dr: 
Gyydy2 ++. Tin T4 (4) a 
Goal a Z2 (t) dx “2 
A= 21 22 ee on " X — : : “dr — dt " 
nil n2 e ®* nn Th (é) dr 


La matrice unicolonne 
AU 
Yn (t) 


s'appelle solution particulière de l'équation (2) dans l'intervalle 
(a, b), si l’on a l'identité 


D = AY ( pour a<t<b. 


Le système de solutions particulières 


sn gi (9) sa 0 
X1()= en ’ X 2 (t) = “ “2-23 X n (t) = " 
7 (£) gr (£) 2 7 


(ici, dans la notation r° l'indice inférieur indique le numéro de la 

solution et l'indice supérieur le numéro de la fonction dans la solu- 

tion) est dit fondamental sur l'intervalle (a, b) si son wronskien 
À Di (t) pi (t) | zx (4) 


W (D = W (Xi Xaccs Xn)=[rr Oz G) 2 @)| 40, 


ze (t) ren (t) | x (t) 
pour tout £E€ (a, b). 


Théorème. Si le système de solutions particulières de l'équation 


homogène (2) est fondamental, la solution générale de cette équation 
est de la forme 


X (t) = CiXi(t) + Coke (t) +... + ChZXn (t), 
où Cj, Cos  - +, Cn Sont des constantes arbitraires. 


L'intégration des systèmes linéaires peut s’obtenir par divers 
procédés examinés plus haut, par exemple par la méthode des élimi- 


13-0874 
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nations successives, par la recherche de combinaisons intégrables, 
etc. 

Pour intégrer des systèmes linéaires homogènes à coefficients 
constants on applique aussi la méthode d'Euler. 

Ilustrons cette méthode sur l'exemple du système de trois 
équations différentielles linéaires : 


dz _ 


= ax + by<+ cz, 
d 

+= aix +biy + cz, (3) 
dz 


dt — dot + boy + Co2z. 
Cherchons la solution du système (3) sous la forme 
z = et, y = pe’, z = ve’, À, u, v et r — const. (4) 


En introduisant (4) dans (3) et en simplifiant par e’‘, on obtient 
un système d'équations permettant de déterminer À, u et v: 


(a—r)À+bn+cv=0, 
ah +(bi—r)p+cv=0, (5) 
ah +bu+(c—r)v=0. 
Le système (5) admet une solution non nulle lorsque son détermi- 
nant A est nul: 


A — di b, —"7 C: = (. (6) 
@ b, c—r 

L'équation (6) est dite caractéristique. 

A. Supposons que les racines r,,r, et r, de l'équation caractéris- 
tique soient réelles et distinctes. Substituant dans (5) pour r le 
nombre r, et en résolvant le système (5), on obtient des nombres à, 
u, et v1. Puis, en posant dans (5) r — r>, on obtient des nombres 
Âo,s Le et v. et, enfin, pour r = r;, on obtient Às, us, vs. Conformé- 
ment à ces trois collections de nombres À, u et v, on obtient trois 
solutions particulières 


zi=Asernt, yi=qpuernit, z,—= vert, 
Taper, yYyo—poer#, 2,= V2", 
T3 sers, Ys=userst, z3=—= vse"st, 
La solution générale du système (3) est de la forme 
z=CiAenit+ CA erit + Ci erst, 
y = Cimierit + Copse’st + Csusersf, 
2 = Cv, erit + Cove er2t + Cavs erst. 
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Exemple 1. Résoudre le système d'équations 


dz 
(=3z—y+z, 

dy 

de — — I + Oy — 2, 

d: 


Solution. Etablissons l'équation caractéristique 
3—r —1 1 
—1 5—r7 —1|=0, 
4 —1 3—r 
ou encore r° — 14r? + 36r — 36 = 0. 
Aux racines r, = 2, r2 = 3, rs — 6 correspondent des nombres 
ÀAi= 1, di, =0, Vy= — 1; 
À = 1, Lu = 1, Vo = À; 
Às=1, Us= —2, Vs = 1. 
Ecrivons des solutions particulières 


TL: = et, y, =0, 24 —= — et, 
xs = e6t, y3 = — 2eft, z3 = et. 


La solution générale du système est 
z=Ciet+Cies + Cet, 
y — C2 est — 2C; e6t, 
z= —Ciet+C,eñt+ Caelt. 


B. Considérons maintenant le cas où les racines de l'équation 
caractéristique sont complexes. 
Exemple 2. Résoudre le système d'équations 


d 
ii (n 
Mie 2x — y. 
Solution. Ecrivons le système pour la détermination de À et pu: 
(1—r)À—5u=0, 
oo . (8) 
21—(1+r)u=0. 
L'équation caractéristique 


Ar —5 


2 —1—7 a. 


13* 
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a pour racines Fr = di, re = —3i. En portant r, — 3i dans (8), 
on obtient pour déterminer À, et up, deux équations: 


(4 — 3i) à — 5 =0, 2h — (1 + 3 =0, 


dont l’une est une conséquence de l’autre (du fait que le déterminant 
du système (8) est nul). 

Prenons À = 5, 11 = 1 — 3i, alors une première solution parti- 
culière s’écrira sous la forme 


2, = 2e", Yy = (1 — Bi) esit. (9) 
De façon analogue, en introduisant dans (8) la racine r, — —3i, 
on trouve une deuxième solution particulière 
x: = 58°", Ye = (1 + 3i) e sit, (10) 
Passons au nouveau système fondamental de solutions, il vient 
= zi+z 7e Tj—Z 
Ti en + 2— m7 ? ? 
° — Yi Ve ER EL: (11) 
PT D + =. 


En appliquant la formule d'Euler bien connue ettit — cos at + 
+ i sin at, on déduit de (9), (10) et (11) 


z,=5 cos 34, 7, = 5 sin 34, 
y, = cos 3t + 3 sin 34, Y, = sin 3t— 3 cos 34. 
La solution générale du système (7) sera 
z = Cirs + Cote = 50, cos 31 + 5C, sin 3%, 
y = Cas + Coÿe = Ci (cos 3t + 3 sin 31) + C, (sin 3t— 3 cos 31). 


Remarque. Ayant trouvé une première solution particulière (9), 
on aurait pu écrire tout de suite la solution générale du système (7) 
en utilisant les formules 


z=C;Rez, + C:Ïm z;, y = C; Re y, + C: Im y;, 


où Re z et Im z désignent respectivement les parties réelle et ima- 
ginaire du nombre complexe z, c'est-à-dire si z — a + bi, alors 
Rez=—a, Imz= b. 

C. Cas des racines multiples. 


Exemple 3. Résoudre le système d'équations 


" (12) 
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Solution. L'équation caractéristique 


on” 0 2_Gr+9=0 
RE 


a une racine multiple r, = r: = 3. 
On cherchera une solution de la forme 


ZT = (À + lt) ef, y = (As + Hot) ef. (13) 


En introduisant (13) dans la première équation du système (12), 
on obtient 


3 (a + lat) + ba = 2 (4 + lat) + (se + lot). (14) 


En identifiant les coefficients des mêmes puissances de t aux pre- 
mier et second membres de (14), on trouve 


8h + bi = 2h + do 
8U1 = 2H + Lo) 


ke = h + He — Pi: (15) 


Les quantités À, et u, restent arbitraires. En les désignant respecti- 
vement par C, et C,, on obtient la solution générale 


z = (C1 + Cot) e‘!, y = (C1 + Co + Cat) e!. 


Remarque. On vérifiera aisément qu'en portant (13) dans la 
deuxième équation du système (12), on obtiendra le même résultat 
(15). En effet, de l'égalité 


Me + 8 (he + let) = 4 (ke + pot) — (a + jé 
on tire deux relations permettant d’exprimer À, et le par M et I: 
He + 34e = 4h — b, 
SU = ÂUs — Ua 


d'où 


d'où À = À + Us He = 
Exemple 4. Résoudre le problème de Cauchy pour le système 


“dt — 8y, 
d 
a — 22, (16) 


— = = 2x + 8y — 2z 


avec les conditions initiales zx (0) = —4, y (0) = 0, z (0) = 1. 
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Solution. L’équation caractéristique est 


—7T 8 (9 
O0 —r —2 =0, ou (r+2)(r2+16)=0. (17) 
2 8 —2—r 
Les racines de l'équation (17) sont: r, — —2, r, = 4i, r3 = —4i. 
À la racine réelle r, = —2 correspond une solution particulière 
Ti= 2e" ?t, Yi = Hi e7*t, Z4 = Ve" #, (18) 


En introduisant (18) dans le système (16) et en simplifiant par e-*!, 
il vient 


—2}h = 8; —2w = —2v, —2v, = 2h + 8 — 2V, 


d'où À = —4, V, = pm. Posons par exemple u, = 1, alors À, — 
= —4, v, = 1 et la solution particulière (18) devient 


TZ: — —4er?t, Ur —_ e”?!, ZA — e-2!, (19) 
À la racine complexe r, = 4i correspond une solution 
Ze = Aefit, Ye = pet, 22 = Vaetif, 


En l’introduisant dans (16) et en simplifiant par et‘!, il vient 
4ihe = (SITES 4h = —2Ve, ŒiVo = 2h Su BU — 2Ve, 


d’où À; = —2ipe, vo = —2iu, si bien que pour u, = à, par exemple, 
on à À = 2, v, = 2 et la solution particulière devient 
Lo —= 2etit, Ue — jetit, Za — 2etit, (20) 
A la racine r; — —4i correspond une solution complexe conjuguée 
de la solution (20), c'est-à-dire 
Ta = 2e-tit, Us = —ie”tit, Z3 —= 2e“tit. (21) 


En tenant compte de (19), (20) et (21), on obtient la solution 
générale 


— —4Cie”?t + 2C,etit + 2C et, 
y = Cje?t + Coietit — Cie-tit, (22) 
= Cie-2t + 2C,etit + 2C "tit. 
Enfin, cherchons une solution qui satisfait aux conditions ini- 
tiales z (0) = —4, y (0) = 0, z (0) = 1. 
De (22) on a pour t = 0: 
—4=—4C,+2C:+2Cs 
0O=Ci+ Coi— Cai, 
1=Ci+2C2+2Cs 
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d'où C; — 4, Ca = i/2, Ca — —i/2 ; ainsi, 

z= —/4he"?t +ietit_ jertit, 

L. | 
— p72t _ 7 pbît __ _?_ h-kit 

y=e 5€ RE 

z=e"2t+ietit je-kit, 
En utilisant les formules d'Euler ettit — cos at + i sin at, il vient 
en définitive, 
zx = —4e *t— 2sin4t, y =e-!t— cos 4t, z — e*t — 2 sin 4t. 


En appliquant la méthode d’Euler, trouver la solution générale 
des systèmes qui suivent et dégager, là où il est indiqué, une solu- 
tion satisfaisant aux conditions initiales imposées : 


se = 8y— zx Z—Yy 

DR cd ‘ 
802 ke 803. E 

ar —2Ty: Tr =Y—T 


L=z—3y,  z(0)=y(0)=0. 


L = 4y — 27, x(0) =0, y (O)== — 1. 


—— = 4x — 9y 
d ? 
806. 4 
= x (0) =0, y (0) =1. 
d 
= —s+y+s, = 2r—-y+z, 
807. | M =z—y+7, 808. À = 7+ y —2, 
d: d 
TZ =2+y—z TH =z—y+2. 
90 y+z, 
809. | D —z+3, 
dz 


—=y—22—9x, zx(0)=0, y(0)=0,  z(0)=1. 
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$ 23. Méthodes d'intégration des systèmes 
linéaires non homogènes à coefficients constants 


Soit un système linéaire non homogène à coefficients constants 


LL 
dz | 
SE Dar),  i=1,2,...,n, 
kæi 
qui peut s’écrire de manière abrégée sous forme matricielle 


dx 
7 =AX+F, 


où F est une matrice unicolonne dont les éléments sont des fonc- 
tions f4 (t). 


Théorème. La solution générale X (t) d'un système linéaire non 
homogène est égale à la somme de la solution générale X,1 (t) du 
système homogène associé & — AX et de toute solution particulière 


À pn (t) du système non homogène donné: 
X (= Xe.5 + Xp.n (0 = 2 CaXx (0) + Xp.n (6), 


Où Ci, Cos + + +» Cn Sont des constantes arbitraires. 


Considérons quelques-unes des méthodes d'intégration des systè- 
mes linéaires non homogènes. 


1°. Méthode de variation des constantes arbitraires (méthode 
de Lagrange). Illustrons cette méthode sur l'exemple de système 
de trois équations non homogènes. Soit donné le système 


T'+ ur + by + e12 = fi (0), (1,1) 
y + az + by + ess = f,(t), (4) (12 
2 + ax + by + esz = fs (t). (1,3) 


Nous supposerons que la solution générale du système homogène 
associé est déjà trouvée 


ZT = Cats + Cote + Cstss 
y = Caÿs + Cor + Coÿs, (2) 
= Cia + Cote + Css. 
On cherchera pour le système (1) une solution de la forme 
z= C1(t) 2% + Ca(t) ze + Cs (0) Ts 
y = Cat) y + Co (4) Ye + Cs (0) Ys (3) 
z = Ci(t)z + Ce (t) 22 + Cs (t) 28 
où Ci (t), Ce (t), Ca (t) sont des fonctions inconnues pour le moment. 


$ 23] METHODES D'INTEGRATION DES SYSTÈMES NON HOMOGENES 201 


Introduisons (3) dans (1) : l’équation (1,1) deviendra 
Cr mu Cite + Cits + C (x, + Gta + biÿa + e1z) + 
+ Co (2, + Gite + Die + 122) + 
+ Cars + Mrs + biÿs + 0123) = fi (6). (4) 
Toutes les sommes entre les parenthèses s’annuleront (du fait que 
(2) est solution du système homogène associé) si bien qu’on aura 
Ciri + Cite + Cits = fa (t). (5) 


D'une manière analogue, en introduisant (3) dans (1,2) et (1,3) on 
en déduit que 


Ciyi+ Cove + Coys = fa (t), (6) 
Cizs + Coe + Cits = fs(t). 
Le système d'équations (5), (6) linéaires en C;, C:, C: admet une 
solution car son déterminant 


T1 Li Ts 
A=|Yi Yes Ys3l50 
Z, 29 Z3 


du fait que les solutions particulières du système homogène associé 
sont linéairement indépendantes. Après avoir déterminé C° (t), 
C, (t), C: (t) on obtient, par intégration, C, (t), C2 (t), C4 (t) et donc 
la solution (3) du système non homogène (1). 

Exemple 1. En appliquant la méthode de variation des constantes, 
résoudre le système d'équations 


Le Qr+4y=1+ At, 


(7) 
dy 3 » 
nn TT LI—Yy—= ZT {*. 
Solution. Résolvons d'abord le système homogène associé 
+274 4y=0, 
" (8) 
dt tz—y=0. 


De la deuxième équation du système (8) on tire 
L 
z=y—+, et donc =-+ + 


Introduisons ces expressions de z et © dans la première équation 


du système (8), il vient 
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et la solution générale de cette équation est 
y = Cet + Cest, 
dy 
Comme z=y— +, on a 
zx = —Ce*t + 4C.e-St. 
La solution générale du système homogène (8) est 
z = —Cet + 4C.e St, y = Cie’t + Cest. 


Cherchons pour le système non homogène (7) une solution de la 
forme 


= —C, (t) et + 4C, (+) e75t, = Cj (1) et + Ca (t) CR (9) 


En portant (9) dans (7) et en réduisant tous les termes semblables, 
on obtient 


—C;(t)e“t+ 4C, (t)e7 st = 1 + 4r, 
Ci(Det+C:(bet= +, 
d'où 


C; (t) = EEE 1) e”2t : C: (t) == CETTE 2) est . 


Intégrons, il vient 


Ci=—<+(t+3r)ex+C, 
(10) 
Ca = (2t+ 1) e+ Ca, 


où C, et C: sont des constantes arbitraires. Introduisant (10) dans 
(9), on obtient la solution générale du système (7) 


TI= — Ce?! + 4C,e”3t + 1 nu £?, U = Cie?t . Coe”st — + {°. 


En appliquant la méthode de variation des constantes arbitraires, 
trouver la solution générale des systèmes linéaires non homogènes 
suivants : 


+257 = —e?", 
810. d 
DT + 3x — 2y —6e?!. 


dy 


<= =z+y—cosié, 
811. 
= —y—2z+cost+sint, x(0)==1, y(0) = —2. 
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= y+tet—1, 


812. dy 
da =igi—z 
dr 2 dr 
gr = —4z—2y+ et—1° Ac =; 
813. de 3 814. dy ; 
de ru et—1° a TT st 


2°, Méthode des coefficients indéterminés (méthode de sélection). 
Cette méthode est utilisée pour la résolution d’un système non homo- 
gène d'équations linéaires dans le cas où les fonctions f, (t) figurant 
aux seconds membres des équations ont une forme spéciale: les 
polynômes P, (t), les fonctions exponentielles et, les sinus et les 
cosinus sin Bt, cos Bt et les produits de ces fonctions. Illustrons cette 
méthode sur quelques exemples. 
Exemple 2. Trouver la solution générale du système non homo- 
gène 
dz t 
: = T— 2y + e , 
(11) 
e=z+ &y+e’t, 


Solution. Cherchons d’abord la solution générale du système 
homogène associé 


dz = 2—2y 
7 (2) 
dt = z + 4y. 
L'équation caractéristique est de la forme 
1—X —2 
=0, A2— 51 +6 = 0. 
1 4-3 0, ou +6—0 


Les racines de cette équation sont À, = 2, À; = 3. A la racine À, = 2 
correspond une solution particulière du système 


Ty = ne, Yi = Ve. 
En introduisant ces valeurs de zx, et y, dans (12), on obtient un 
système d'équations pour déterminer pu, et v,: 
— UM —— 2V, —_ 0, Mai + 2v, = 0. 
On en tire, par exemple, du, = 2, v, = —1, si bien qu'une première 
solution particulière du système homogène (11) est 
2 = 2e°t, y, = —e°!. 
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Une solution particulière correspondant à la racine À = 3 est 
Te = Me, Ye = Vert. 
Les nombres u, et v. se déterminent du système 
— 2 — 2V, = 0, 


M2 + V2 = 0, 
qui est vérifié par exemple par les nombres ue = 4, ve — —1. Alors, 
une deuxième solution particulière du système (12) est 
Ze = 0, y = —eft. 


La solution générale du système homogène (12) est: 
r—92Cie2t+ Cest, y— — Cie! — Cest. 


En se servant de la méthode des coefficients indéterminés, on cherche 
une solution particulière du système non homogène (11). En partant 
de la forme des seconds membres f, (t) — e‘ et f, (t) = e°‘, écrivons 
la forme de la solution particulière (v. tableau 1) 


Zpn = Ket + (Lt+ Mje’t, yon = Ne! + (Pt + Q) et. (13) 
En introduisant (13) dans (11), on aura 
Ket + 2 (Lt + M)e! + Let = Kef + (Lt + M) e°t — 2Net — 
— 2(Pt+Q)je’t +e!, 
Net + 2 (Pt + Q) et + Pe’t = Ket + (Lt + M) e°t + 4Net + 
+ 4 (Pt + Q) et + e°!. 
En égalant les coefficients de e‘, e?‘ et te’! dans les deux membres 
de ces identités, on obtient de la première: 
et|K=K—92N +1, 
e2t|2M+L—M—2Q, 
te®t|2L—L—2P, 
et de la deuxième : 
etIN=K+AN, 
e4|20+P—M+40+1, 
te2t|2P = L+4P. 
La résolution de ce système d'équations donne: À = —3/2, L = 
= 2, M=0,N = 1/2, P = 1, Q = —1. 
Par suite, la solution particulière (13) est de la forme 


Tp.n = —{ et + 2te2t, Up. n =+e— (+ 1) e’!. 
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La solution générale du système non homogène est 
z= 2Cjet + Cet À et + 21e?t, 
21 st | À ,t ot 
y= —Cjie’t— Ce +se —(+1) et. 


Exemple 3. Résoudre le système d’équations 


i | (14) 


Solution. L’équation caractéristique est 
1—2% 2 
1 — À 
Ses racines sont À, = —1, À, — 2. La solution générale du système 
homogène associé est 
z=Ciet+2Cet, y — Cie t + Cet. 


Cherchons une solution particulière du système non homogène 
(14) en tenant compte du fait que f, (t) = 0, fo (t) = —5 sin t. 
Ecrivons Zhn €t Ypn Sous la forme 


Tpn = A Cost +Bsint, Ypn = Mcost+Nsint 
et portons dans le système (14), il vient 
—A sint + B cost = À cos t + B sin t + 2M cos t + 2N sint. 
—M sin t + N cost = À cost + Bsint — 5sint. 


En identifiant les coefficients de sin t et cos t dans les deux 
membres des égalités, il vient 


—=0, ou AÂ2—1—2=0. 


—A=B+2N, 
B=A+2M, 
—M=B—S5, 
N =A4A, 
d'où À = —1, B=3, M = 2, N = —1 si bien que 
Zpn = —CoOSt+3sint, Ypn = 2 Cost — sin ét. 


La solution générale du système initial est 
z—2+ Zp.n = Cie" + 2Cet— cost +3 sint, 


y=y+ypn= —Ciet+ Cet +2 cost—sint. 
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Exemple 4. Résoudre le système d’équations 
dz 


x =2+2y+ 16te!, 
LL 2z—2 Foi 
dt ÿ 
Solution. L'équation caractéristique est 
. —0, ou X+A1—6=0. 
Ses racines sont À, = 2, À = —3. La solution générale du système 


homogène associé au système (15) est 
z—2Ciet+ Cest, y— Cie — 20e". 


Cherchons pour le système non homogène (15) une solution 
particulière de la forme 


Tp.n=(4t+Bjet, Yp.n=(Mt+Nj)e!. (16) 
Introduisons (16) dans (15) et simplifions par e‘, il vient 
At+B+A=At+B + 2Mt + 2N + 16, 
Mt+N+M = 2At + 2B — 2A1t — 2N, 
d'où À = —12, B = —13, M — —8, N — —6; donc, 
Zp.n = —(124+13)et, Yp.n—=—(8t+6)e!. 
La solution générale du système initial est 
T=Z+ Zp. n = 2Cie2t + Cet — (121 + 13) e!, 
Y=Y+Yp.n=Cie2— 20,0 #—(81+6)et. @ 


Intégrer les systèmes d'équations linéaires non homogènes à coef- 
ficients constants: 


dr d , 

TZ =Y = —-y+sint, 
815. À à 817. À | 

1. + =2+cost 

32, L =2+y+e!, 
816. 

d 97-01 W rt yet 

dt ; dt 


À = hr 5y+ 4t—1, 
819. 


H=z—Iy+t, z(0)=y(0)—0. 
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yet, 
820. dy 
“dt =2—y+et, z(0)=y(0) =1. 
EE +y=r, : ares 
821. À ; 822. 
LS + + 2y =sint. 
= 2z+y—2z2+2—1, 
823. 17, 
D rty—zt it. 


FRERE 
824. | +y+z=1, 
+1, 2(0)=y(0)=2(0)=1. 
3°. Recherche des combinaisons intégrables (méthode de 
D’Alembert). Cette méthode sert à la construction de combinaisons 
intégrables lors de la résolution des systèmes d'équations linéaires 


à coefficients constants. Montrons son application à la résolution 
du système de deux équations: 


À = apr + bay + fi (£), 
(17) 


D = apr + bay + fa (0. 


Multiplions la deuxième équation par un certain nombre À et addi- 
tionnons-la membre à membre à la première équation, il vient 


LEEMD 2 (a+ Ag) 2 + (Pi Ado) y + fa (0) + M2 (D. 
Mettons cette dernière équation sous la forme 

LED = (au + Aa) (2+ He y) + fi (D + A: (D. (48) 
Donnons au nombre À une valeur telle que 


bits _ 
a+ a+ (42) 
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Alors, l'équation (18) se ramène à une équation linéaire en z + Ày 


SEM = (a+ Aa) (x + y) + fi (4) + A f2 (6), 


dont l'intégration donne 


2H Ay= etant {C+ [1 (+ AS (DIe-tiax de}. (20) 


Si l'équation (19) a des racines réelles distinctes À, et À, on 
tirera de (20) deux intégrales premières du système (17) et donc 
l'intégration de ce système sera achevée. 

Exemple 5. Résoudre par la méthode de D'Alembert le système 
d'équations 


= 57+4y+et, 
(21) 


= = 4z+9y +1. 


Solution. Choisissons À d'après la formule (19): 4 + 5À — 
= À (5 + &), d'où le 1: 
Alors, suivant la formule (20) on a pour le cas où À = 1: 
z+y—es+s 1 {c, + | (et+1)e-ti+s-1} dt} _ 


= e°! {c: + | (e-8t + e”2t) dt} — Cie! — + et ——. 


D'une manière analogue, on obtient pour À — —1: 
—y= es {C + { (et—1)e-(5-0 de} = Cuet +tet +1. 
Ainsi, on a deux intégrales premières indépendantes du système (21) : 
(z+y+< e‘ ++) eN—C,, (z—y—tet—1)e t= C2. 


L'intégration du système est achevée. 
Remarque. Si les seconds membres du système normal d’équa- 
tions sont de la forme ETF) à, b, c sont des cons- 


t 
tantes et P (t) un polynôme en t, la substitution { = e* nous ramène 
à un système à coefficients constants. 

Exemple 6. Résoudre le système d'équations 


d 
+R 


dy a 
a — z— y + {. 
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Solution. Effectuons le changement de variable { = ef. Il vient 


et le système prend la forme 


== —2r+2y+et, 
Ho 5 5y+e, 7 


Pour résoudre le système (22), appliquons la méthode de D'’Alem- 
bert. Multiplions la deuxième équation du système par À et addi- 
tionnons-la membre à membre à la première, il vient 


TZ (z+ A9) =(—2— 3) z+(2— 5) y+ e' + Aer 
ou 
L (2+ 49) =(—2—2) [a+ y ]+es+ nets. (22) 


Choisissons À de manière que le coefficient de y entre crochets soit 
égal à À, c'est-à-dire — = à, ou À — 3À + 2 = 0, d'où À = 1, 
Àe = 2. Pour À, = 1, . de (23) on tire 


LED 


—3(z+y)+e"+er, 


d’où, suivant la mr (20), on a 


z+y=e"$s [ c: + | (eï + e2T) est dr | : 
Intégrons, il vient 
2+y= Cie + Let er, (24) 
D'une manière analogue, pour À. = 2, on tire de (23) 
z+ Qy= Cie + Letter, (25) 


En résolvant le système (24)-(25) par rapport à x et y, on obtient 
la solution générale du système (22): 
0 


z=2C,e-$t— Cet +0,3et Le LES et, 
y= — Cie st + Cie it — 0,05e7 + er. 


14—0874 
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En revenant à la variable t (e* = t), on trouve la solution générale 
du système donné 


__ 2C; 
MP LAEE 

RCE 1,28 

IT — 5 EE 5 "45 ° 


Résoudre par la méthode de à Alembert les systèmes d'équations 
suivants: 


= 574 4y, = 67+ y, 
825. de 826. dt 

d =2+2y. ar = 4x + 3y 

= 07 4y+1, = 3z+yte!, 
827 dy | 28. dy : 

QE — — Z + y. TH =2+ y—e!. 

= 27 + 4y+ cost, 
829. d 

= —2—2y+sint. 


$ 24. Application de la transformation de Laplace 
à la résolution des équations 
et systèmes différentiels linéaires 


1°. Généralités sur la transformation de Laplace. 

Original et transformée. On appelle la fonction originale ou tout 
simplement l'original une fonction à valeurs complexes f (f{) de Ia 
variable réelle t{ qui satisfait aux conditions suivantes : 4) f ({) = 0 
si t<0; 

2) f (t) est intégrable sur tout intervalle fini de l’axe des ft; 

3) lorsque t augmente, le module de la fonction f ({) ne croît 
pas plus rapidement qu’une certaine fonction exponentielle, c'est-à- 
dire qu'il existe des nombres M >> 0 et s, > 0 tels que pour tout t 
l'on ait 

1H 1< Ment. (1) 

On appelle l'image ou la transformée de Laplace de f (t) une 
fonction F (p) de la variable complexe p = s + io définie par l’éga- 
lité 

+oo 


F(p)= | fera (2) 
0 


pour Re p > s. La condition 3) assure l'existence de l’intégrale (2). 
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La transformation (2) qui fait correspondre à la fonction originale 
j (t) son image F (p) s'appelle transformation de Laplace. On la note 
(= F(p). 

Propriétés de la transformation de Laplace. Dans ce qui suit, on 
suppose partout que 


1OÆF(GE), 8 (t) +6). (3) 
I. Propriété de linéarité. Quelles que soient deux constantes com- 
plexes «a et B, 
af (t) + Be (9) = ar (p) + BG (). (4) 
II. Théorème d'homothétie. Quel que soit « >> 0 constant, 
| 

f(at)=—F(E). (5) 

111. Dérivation de l'original. Si f' (t) est l'original, alors 
f ()=pF() — j (0). (6) 


Généralisation. Si f (t) est n fois continüment dérivable sur (0, +) 
et si f"® (t) est l'original, alors 
f® @) = p'E p) — p"'f (0) — p"*f (0) —...—7f"hn (0). (7) 
IV. La dérivation d'une transformée équivaut à la multiplication 
de son original par « moins l'argument », c’est-à-dire 


F° (p) = —tf (+). (8) 
F0 GE) = (—1)"E7 (©). (9) 


V. L'intégration d'un original se ramène à la division de sa trans- 
jormée par p: 


Généralisation : 


{ 
fioaz2®. (10) 


VI. L'intégration d'une transformée équivaut à la division de son 
original par t: 


| F@)ap= (11) 


P 
(on suppose que l’intégrale | F (p) dp est convergente). 


Lu 
VII. Théorème de retard. Pour tout nombre positif T, 


f(t—7T)=e"?rt F(p). (12) 

VIII. Théorème de translation (multiplication de l’original par 
une fonction exponentielle). Pour tout nombre complexe À 

etf(=F(p—). (13} 


14% 
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IX. Théorème de multiplication (E. Borel). Le produit de deux 
transformées F (p) et G (p) est une nouvelle transformée telle que 


{ 
F(P)G(p)= (f(5) gt") dr. (14) 
0 


L'intégrale figurant au second membre de la relation (14) est 
appelée convolution des fonctions f (t) et g (f) et est désignée par le 
symbole 


{ 
feg)= | (Det) àr. 
0 


Le théorème IX exprime que la multiplication des transformées 
est équivalente à la convolution des originaux, c'est-à-dire 


F(P)G(p)=Û * 8). (15) 


Recherche des originaux dans le cas où les transformées sont des 
fractions rationnelles. Pour déterminer la fonction originale f (t) de la 
transformée de Laplace connue F (p), où F (p) = AG) est une frac- 


B(p) 
tion rationnelle, on utilise l’un des procédés suivants: 


1) on décompose cette fraction en une somme des éléments simples 
et on cherche l'original pour chacun d'eux en se servant des pro- 
priétés I à IX de la transformation de Laplace. 

2) on recherche les pôles px, & = 1, 2, ..., m de cette fraction 
et leurs ordres de multiplicité nr. Alors, l'original de F (p) sera la 
fonction 


f (= > = D rerrees —{F (p) (p— pa)"* et}, (16) 


où la somme “ te: à tous si pôles de la fonction F (p). 

Dans le cas où tous les pôles p, de la fonction F (p) sont simples, 
c'est-à-dire nx = 41, 4 = 1, 2,..., m, la dernière formule se 
simplifie et prend la forme 


10e Z ri (17) 


Exemple 1. Trouver l'original f (t), si 
_ p+2 
FO) = TETE 070 
Premier procédé. Décomposons F (p) en éléments simples 
p+2 _ A + B Fa Cp+D 
(p+1)(p—2)(p°+4)  p+1  p—2 p°+4 
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et cherchons les coefficients indéterminés 4, B, C, D. On a 
p+2=4 (p — 2) (p° + 4) + B (p + 1) (p° + 4) +. 
+ (Cp + D) (p + 1) (p — 2). 


En posant dans cette dernière égalité successivement p = —À, 
p = 2, p = 2i, on obtient —154 = 1, 24B = 4, 
(2Ci + D) (2i + 1) (2i — 2) = 2 + 2i, 
d'où À = —1/15, B — à — —4/10, D — —2/5; et donc 
1 4 p+4 
FE — ET TO PT OR TA 


En recherchant les originaux pour chacun des éléments simples et 
en utilisant la propriété de linéarité, on obtient 


f(t)= — Te ++e— cos D ——+ sin 21. 


Deuxième procédé. Cherchons les pôles p, de la fonction F (p). 
Ils coïncident avec les zéros du dénominateur B (p) = 
= (p + 1) (p — 2) (p? + 4). Ainsi, la transformée F (p) possède 
quatre pôles simples p, = —1, pe = 2, p3 = 2i, pa = —2i. En 
utilisant la formule (17), on obtient l'original 


4 4 
A») , Pr +2 PRt 
l Dunes rs t | _— € R a 
f (t) - CE (px) © dis: Gp3 — 3pi + 4p—4 
== ns un: ot —41+2i oit — 1 — 21 sit — 
—Het+ het EE oott+ É e 
1 1 1 1: 


Exemple 2. Déterminer l'original f(t) si F (p}= Er - 


Solution. La fraction donnée F (p) a un pôle p, = 0 de multipli- 
cité 7, = 3 et un pôle p, = 1 de multiplicité n, = 2. En se servant 
de la are (16), on obtient l'original 


1 d? p+2 t 
(=> _ L D. p°e? ]+ 


—1\2ePt | — 
Him d FT du F” 
1 di F p+2 pt d {Pp+2 pt 
aan Léa 1)3 e7* ]+ lim dp (Fr p° et) = 
2 2t(p+5) PAPE) Er et} + 


=; lin T—1X — —1ÿ 


4-lim ETS A =8+51+12+(3—8)ef. 


pi 
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29, Résolution du problème de Cauchy pour les équations diffé- 
rentielles linéaires à coefficients constants. Soit à chercher une 
solution de l’équation différentielle du second ordre à coefficients 


constants 
z" (t) + az (t) + ax (t) = (t), (18) 
qui satisfait aux conditions initiales 
z(0) = ze, zx’ (0) = z.. (19) 


Supposons que la fonction f (f) et la solution z (t) avec ses dérivées 
jusqu'au second ordre y compris sont des fonctions originales. Soient 
z(t) = À (p), f(t) = F (p). D'après la règle de dérivation des 
originaux et compte tenu de (2), on a 


z'() = pX (p)—zo Z°(t) = p°X (p) — pro — Te 


En appliquant aux deux membres de (1) la transformation de Laplace 
et en utilisant la propriété de linéarité de la transformation, on 
obtient une équation opératorielle 


G@° + ap + @) À (p) = F (p) + zo (p + &) + a. (20) 
En résolvant l'équation (20), on trouve une solution sous forme 
opératorielle 
__F(p)+z0 (P+ax) +2 
x (p) _ Pp°+a1p+ a: | 
En déterminant l'original de X (p), on obtient une solution de l’é- 
quation (18) qui satisfait aux conditions initiales (19). 
En opérant de façon identique, on peut résoudre toute équation 
d'ordre » à coefficients constants, avec conditions initiales pour t=—0. 
Exemple 3. Résoudre l'équation 
z'+z=i, (21) 
zx (0) = À. (22) 
Solution. Soit x (t) == X (p). Alors d’après la règle de dérivation 
de l'original, on aura 


z'(t) = pX (p) — x (0) = pX (p) — 1. 
On sait que 1 == 1/p, si bien qu’en passant du problème donné (21)- 
(22) à l'équation opératorielle, on aura 
d'où 
1 
(p+1)À (p}=1+— ou X(p)=+, 
et par suite, x (t) = 1. 


On se rend compte sans peine que la fonction zx (t) = 1 satisfait 
à l'équation donnée et à la condition initiale du problème. 
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Exemple 4. Résoudre l'équation x” — 5z° + 4x = 4, x (0) = 0, 
zx’ (0) = 2. 

Solution. Puisque 4 == 4/p et d’après les hypothèses du problème 
Zo = TZ (0) = 0, x, = x’ (0) = 2, l'équation opératorielle sera de la 
forme (p° — 5p + 4) X (p) = 2 + 2. On en tire la solution opéra- 
torielle 


" 2p+4 
DER 55 
Décomposons le second membre en éléments simples, il vient 


CORRE 
En passant aux originaux, on obtient la solution cherchée 
z (t) = 1 — 2et + et, 
Exemple 5. Résoudre l'équation 
zx" + 4r° + 4r = 8e-2, zx(0) = 1, zx’ (0) = 1. 


Solution. Puisque 8e-°t = + et par hypothèse x, = zx, = 1, 


l’équation opératorielle sera de la forme 
: 8 
2 — 


et donc la solution opératorielle sera 
___ pi+7p+18 
AE GE 
Décomposons le second membre en éléments simples, il vient 
8 3 1 
APE Ge ++ 742: 
En passant aux originaux, on obtient la solution du problème posé 
z(t) = 4fe-2it + 3te-2t + e-2t. 
Résoudre les équations suivantes : 
830. z' + 3x = et, zx (0) = 0. 
831. z° — 3x = 38 + 3€ + 2t + 1, x (0) = —1. 
832. z° — x = cost — sint, x (0) = 0. 
833. 2x’ + 6x = te-3t, zx (0) — —1/2. 
834. x' + zx = 2sint, x (0) = 0. 
835. zx" = 0, x (0) = 0, x’ (0) = 0. 
836. x” = 1, z (0) = 0, x” (0) = 0. 
837. z° = cost, x (0) = 0, zx’ (0) = 0. 
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. + zx" = 0, z (0) = 0, x’ (0) = 0. 


z+z —=0, z (0) = 1, x’ (0) = —1. 


. Z'—z = A1, z (0) = —1, x (0) = —1. 


z" +z=t, z (0) = 0, zx’ (0) = 1. 


. x" + 62" = 19 +2, (0) —0, x’ (0) = 0. 

. x" — 22" + 27 = 9, x (0) = 14, z' (0) = 0. 

. 2" + 42° + 4x = 4, 2 (0) = 1, z' (0) = —4. 

. 2x" — x" = (t+ jet, x (0) = 1/2, x’ (0) = 1/2. 


x" + z=2cost, x (0) = —1, zx’ (0) = 1. 


«TZ + 3x + 2x = 2 +1, x (0) = 4, x° (0) = —3. 
. z" + x = 2e, x (0) = 1, x’ (0) = 2. 


*_ hr +4är = (t—1)et, z (0) = 0, x’ (0) = 1. 


z 
. 4x" — 42" + z =e"®, x (0) — —2, zx’ (0) = 0. 
. + 3x + 2r =e-t +e?t, x (0) — 2, x’ (0) = —3. 
. 2" — x" — 6x = 6e + 2e-2!, x (0) = 0, x’ (0) = 4/5. 


z° + 4z' + 4x = Pet, x (0) = x’ (0) = 0. 
z” — x" = 2sint, zx (0) = 2, z° (0) = 0. 


. Z” + 9x = 18 cos 3t, x (0) = 0, x’ (0) = 9. 
, 2° + 47 = 4 cos 24 — + sin 24, z (0) = 0, z’ (0) = 1/8. 
. "+ 2x + 3x = tcost, x (0) = —1/4, zx’ (0) = 0. 
. Z" — 4x + 5x = 2e*t (sin t + cost), x (0) = 1, x’ (0) =2. 
.z"— 2" =0,zx(0) = 1, z° (0) = 3, x” (0) = 2. 

. z"— 4x = 1, x (0) = 0, x’ (0) = —1/4, x” (0) = 0. 


x" + x" — 22 = 5e', x (0) = 0, x (0) = 1, x” (0) = 2. 


.z + z = 8 V2sin (t+2+), (0) =0, zx’ (0) = —4. 
. "+ 4x = 2 cos t, x (0) = 0, x’ (0) = 0. 


3°. Résolution des systèmes d'équations différentielles linéaires 
à coefficients constants. Soit à chercher une solution du système de 


a 


deux équations différentielles à coefficients constants 


= az + bay + fi (0), 


D ar+ bay + f2(t), 


qui satisfait aux conditions initiales 


z (0) = ze y (0) — Ve- 


(23) 


(24) 
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Supposons que les fonctions j1 (t), fe (t), x (t), y (t), ainsi que zx’ (t} 
et y’ (t), sont des fonctions originales. Soit 


z (t) = À (p), y () = Y ), fi (t) = F1 GE), fe (t) = F2 (p). 


D'après la règle de dérivation des originaux et en tenant compte de 


(24), on a 
z' (t) = pX (p) — to, Y° (t) = PY (P) — Yo. 


En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de 
chacune des équations du système (23), on obtient un système sous 
forme opératorielle 


PX (p)=a;X (p)+biY (p)+Fi()+zo: 
pY (p)= ax (p)+0,Y (p)+ F2 (Pp) + yo- 


C'est un système de deux équations algébriques linéaires à deux 
inconnues X (p) et Y (p). En le résolvant, on trouve X (p) et Y (p} 
et ensuite, en passant aux originaux, on obtient une solution z (t), 
y (t) du système (23) satisfaisant aux conditions initiales (24). En 
opérant de manière analogue, on résout les systèmes linéaires de la 
forme 


CS =S anti fn(t), au=const, z,(0)=2}, k=1,2,...,n. 
I=1 


Exemple 6. Trouver une solution du système 


dz 


RES 


qui satisfait à la condition initiale z (0) = 0, y (0) = 0. 
Solution. Comme 5 == 5/p, —37t — —37/p° et zx, = yo = 0, le 
système opératoriel sera de la forme 


niet 
pY (p)= —2X (P)—5Y )—-<+ - 


En le résolvant, on obtient 


___ 5p3+25p—37 __ —47p—259 
AE Gps" PO GE Ep 
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Décomposons en éléments simples les fractions figurant aux seconds 
membres, il vient 


rt étlen 
FORTE 

ou 
KE RE ÉET 
LOST GET GOT 


En passant aux originaux, on obtient la solution cherchée 
z(t) = 1—t—e"5t cos t, y (t) = 1—7t + e-6t cos t + et sin é. 


Dans les problèmes qui suivent, résoudre par la méthode opéra- 
tionnelle les systèmes d'équations: 


E+y=0. 
864. z(0)=2, y (0)=0. 


z (0) = y (0) = 1. 


xz(0)=2, y (0) =3. 


dx 
La 
d 


$ 24] APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE 219 


869. z(0)=+, y (0)=—+. 


ar —Y—2 
870. À M=z+y, z(0)=1, y(0)—2, z(0)=3. 
== T+ 2, 


d: 
A = 4: 


di +24 D +r+ytz= 


dz 


dz de ots=0 d'air 


z (0) = —2. 


 =4y+2, 
871! Hz,  z(0)=5, y(0)=0, :(0)— 
Es 


873. z (0) =y (0) = x" (0) =0 


VE 4y, z(0)—2, y(0)=0, 


875. 


_ = —Z<+y, z' (0) — — V3, VA (0) = Le 


dis + =e—2, z(0)=1, y(0)=0, 


876. 
dy | de 4 z' (0) =2, y' (0) = —1. 


d?z 
874. M z(0)=y(0)=1, z'(0)=2, y’ (0)=0. 
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SE +r+y=5, | | 

877. a, z(0)=y(0) = zx" (0) = y’ (0) = 0. 
PTE — 4z— 3y = —3, 
+ 4y+2r=4t+ 1, 

878. à , z (0) = y (0) = 0. 
di TE = li, 
Æ +y—2r=0, 

879. à z(0)=2, y(0)=3. 
Hz 2y= —5etsint, 


CHAPITRE IV 


THÉORIE DE LA STABILITÉ 


$ 25. Stabilité au sens de Liapounov. 
Notions fondamentales et définitions 


Soit donné un système d'équations différentielles 


Et =D; ss 2 1) =: 2; 5257: (1) 
Une solution œ, (ft), i = 1, 2, ..., n du système (1) satisfaisant 


aux conditions initiales , (4) = = Dies i = 1,2, ...,n, est dite 
stable au sens de Liapounov pour t —+ + o si, quel que soit e > 0, 
ilexiste un Ô (e) > 0 tel que pour toute solution zx, (t), i—1, 2, ... 

.., À, du système (1) dont les valeurs initiales satisfont aux condi- 
tions 


| Ty (to) — Pro | < 6, Lt, 2:47, (2) 
l'on ait les inégalités 
It) — mt l<e, i=1,2,...,n, (3) 


pour tous les t > {,. 

La solution , (t) est dite instable si, pour un 6 >> 0 aussi petit 
que l’on veut, les inégalités (3) ne sont pas vérifiées pour au moins 
une solution z,(t)}, i = 1, 2, ...,n. 

Si, sous la condition (2), en plus des inégalités (3) est aussi 
vérifiée la condition 


imia@—pm@l=0, i=12,..u,n (à) 


la solution y, (t), i = 1, 2, ..., n,est dite asymptotiquement stable. 

L'étude de la stabilité de la solution Mt i=1,2,...,n 
du système (1) peut être ramenée à celle de la solution nulle (triviale) 
T4 me i = 1, 2, ..., n, d’un certain système, analogue au systè- 
me (1): 


EE Fi(ru Ta cees Em th il, Den (1°) 
où F,(0,0,...,0,t)=0,i—=1,2,...,n. 


On dit que le point zx; = 0, i = 1, 2, ..., n, est le point de 
repos du système (1). 
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Appliquées au point de repos, les définitions de la stabilité et de 
l'instabilité peuvent être énoncées de la façon suivante. Le point 
de repos z, = 0, i = 1,2, ..., n, est stable au sens de Liapounov 
si, quel que soit e >> 0, il existe un Ô >> 0 tel que toute solution 
zi(t), i=1,2,...,n, dont les valeurs 
initiales zio = Zy (to), à = 1, 2, ...,n, 
satisfont à la condition 


Itiol << i—=1,2,...,n, (2) 
vérifie les inégalités 
Im (D I<e i=1,2,...,n, (3 


pour tous les t => to. 

Dans le cas où nr = 2, on peut en 
donner l'interprétation géométrique sui- 
vante. Quelque petit que soit le rayon & 
d'un cylindre d'axe Of, il existe dans le 
plan {t —t, un voisinage Ô du point 
(0, O, ts) tel que toutes les courbes inté- 
Fig. 30 grales 


= (t), Ze = 2 (t) 


issues de ce voisinage seront confinées, pour tous les t => to, à l'inté- 
rieur de ce cylindre (fig. 30). 

Si, en plus des inégalités (3), est aussi satisfaite la condition 
lim |z;(t) |=0,i—=1,2,...,n, la stabilité est asymptotique. 
t—+ 00 

Un point de repos z, = 0, i = 1, 2, ..., n, est dit instable 
si, pour un Ô >0 aussi petit que l’on veut, l’une au moins des solu- 
tions zx; (t), i = 1, 2, ..., n, ne satisfait pas à la condition (3”). 

Exemple 1. En partant de la définition de la stabilité au sens 
de Liapounov, étudier la stabilité d’une solution de l'équation 


its (5) 


qui satisfait à la condition initiale 
zx (0) = 0. 


Solution. L’équation (5) est une équation linéaire non homogène. 
Sa solution générale est x (t) = Ce‘ + t. A la condition initiale 
x (0) = 0 satisfait une solution 


p(t)=t (6) 


de l'équation (5). À la condition initiale x (0) = x, satisfait une 
solution 


z (t) = ze t + 1. (7) 
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Considérons la différence des solutions (7) et (6) de l'équation (5} 
et écrivons-la sous la forme 

z(t)—p(t) = ze +t—t = (z9 — 0) et. 


On en déduit que pour tout e>>0 il existe un 60 (par exemple 
— g) tel que toute solution zx (t) de l’équation (5), dont les valeurs 


Fig. 31 


initiales satisfont à la condition | x, — 0 | << 6, vérifie l'inégalité 
Iz@—pHl=1z—-01eft<e 


pour tous les { = 0. Par suite, la solution œ (t) = t est stable. De 
plus, puisque 


lim [z(t)—œ(t | = limiz —0]|e-t—0 
1—+00 {—+oo 


la solution o (t) = t est asymptotiquement stable. 

Cette solution y (f) est non bornée pour t —> +00. @ 

L'exemple que nous venons de traiter montre que la stabilité 
de la solution d’une équation différentielle n’entraîne pas que cette 
solution est bornée. 


Exemple 2. Considérons l'équation: 
= = Sin° Le (8) 

Elle possède des solutions évidentes 

z=kn, k—0, +1, +2, ... (9) 
Intégrons l'équation (8), il vient 

ctgrz =C—t1t, ou ctgz = ctg ro — t, 

d’où 

zx = arcctg (ctg To — t), x >< kx. (10) 


Toutes les solutions (9) et (10) sont bornées sur (—oc, +). 
Pourtant, la solution zx (t) = 0 est instable lorsque { —> +oo, car 
pour tout ZE (0, x) on a lim z(t) = x. Par suite, le fait 


t—+ 00 
que les solutions d’une équation différentielle sont bornées n'impli- 
que pas en général que ces solutions sont stables (fig. 31). 
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Ce phénomène est caractéristique des équations non linéaires 
et des systèmes non linéaires. 

Exemple 3. En partant de la définition de la stabilité au sens 
de Liapounov, montrer qu’une solution du système 


== —}, 
dt (41) 


qui satisfait aux conditions initiales z (0) = 0, y (0) = 0 est stable. 

Solution. La solution du système (11) satisfaisant aux condi- 
tions initiales données est zx (t) = 0, y (t) = 0. Toute solution de 
ce système satisfaisant -ux conditions x (0) = zx,, y (0) = y, est 
de la forme 


z(t) = zo Cos { — yosint, y (t) = x, sin t + yo cos t. 

Prenons un e >> 0 quelconque et montrons qu'il existe un Ô (e) > 
> 0 tel que pour |zo —0 | 6, | y — 0 | << ® on l'ait les iné- 
galites 

Iz () —0| = ]|zocost — yosint|<e, 
|y(t) —01=]|zosint + yocost|<e, 
pour tous les t => 0. | 

Cela signifiera justement, en vertu de la définition même, que 
la solution nulle x (t) = 0, y (t) = 0 du système (11) est stable 
au sens de Liapounov. On a évidemment 
| zo cos t — yosint [<< |zrocost | + |yosint|<1zol + |ÿo |, 
ftsint +yscost|<|zsint| + |yocost|< 1x0 | + | yo | 

(12) 
pour tous les {. Donc, si | x, | + | yo | << e, on a à plus forte raison 
| Zo cos { — yosint|<e, |zosint + yscost|<e (13) 

pour tous les é. 

Par conséquent, si l'on prend par exemple 6 (e) — e/2, alors, 
pour [zoo | << ô et | yo | < Ô on aura, en raison de (12), les inéga- 
lités (13) pour tous les t =>0, c'est-à-dire que réellement la solution 
nulle du système (11) est stable au sens de Liapounov, mais cette 
stabilité n'est pas asymptotique. 


Théorème. Les solutions d'un système d'équations différentielles 
linéaires 


n 
d Q 
= Dau(t)zstfi(t), i=1,2,...,n 
J=1 
sont toutes soit simultanément stables soit instables. 
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Cette assertion n’est pas vraie pour des systèmes non linéaires 
dont certaines solutions peuvent être stables et d’autres instables. 
Exemple 4. Considérons une équation non linéaire 


d 2 
= 1x (1). (14) 
Elle a des solutions évidentes  (t) = —1 et œ (t) = 1. 
La solution o (t) = —1 de cette équation est instable alors que 


la solution o (t) = 1 est asymptotiquement stable. En effet, lorsque 
t—> —+0o, toutes les solutions de l’équation (14) 


_ + zo) e° ET te) — (4 — z0) : 
F0 (A+ 20) 62 (to) + (41— 20) og 
tendent vers +1. Par définition, cela signifie que la solution œ (t) = 1 
de l'équation est asymptotiquement stable. 


En partant de la définition de la stabilité au sens de Liapounov, 
étudier la stabilité des équations et des systèmes d'équations sui- 
vants: 


880. E=s+t, x (0) = 1. 


881. Œ—2(r+1), z(0)=0. 


882. S= —z+t, zx(1)=1. 


883. 241, z(0)—1. 


Le = z—13y, 
884. { x (0) = y (0) = 0. 


dd — —2z—9y, 
885. d x (0) = y (0) = 0. 


$ 26. Types les plus simples de points 
de repos 
Soit donné un système de deux équations différentielles linéaires 
homogènes à coefficients constants 


d 

7 = GT + Guy, 
. (D 
Ir = Cut + Groÿ, 


15—0874 
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et 
dis Go 


dy, Un 


Le point x = 0, y = 0 en lequel s’annulent les seconds membres 
des équations du système (1) s'appelle point de repos du système (1). 

Pour étudier le point de repos du système (1) il faut établir 
l'équation caractéristique 


y —À y 


G21 Gp — À | 7 @) 
et chercher ses racines À, et À. 

Les cas suivants peuvent se présenter : 

1. Les racines À,, À. de l’équation caractéristique (2) sont réelles 
et distinctes: 

a) M < 0, À L0. Le point de repos est asymptotiquement 
stable (nœud stable, fig. 32): 

b) À > 0, À > 0. Le point de repos est instable (nœud instable, 
fig. 33); 

C) M > 0, Ào << 0. Le point de repos est instable (col, fig. 34). 

2. Les racines de l'équation caractéristique (2) sont complexes : 
M=p+ig k=p—ig: : 

a) p<<0,qg=0. Le point de repos est asymptotiquement 
stable (foyer stable, fig. 35); 


Fig. 32 Fig. 33 


Fig. 35 
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Fig. 36 Fig. 37 
Fig. 38 Fig. 39 
Fig. 40 Fig. 41 


, n > 0, g #0. Le point de repos est instable (foyer instable, 
ig. « 

c) p = 0, g 0. Le point de repos est stable (centre, fig. 37). 

3. Les racines À, = À, sont multiples: 

a) À = Àe € 0. Le point de repos est asymptotiquement stable 
(nœud stable, fig. 38, 39): | 

b) À = À2 > 0. Le point de repos est instable (nœud instable, 
fig. 40, 41). 


15* 
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Exemple 1. Définir la nature du point de repos (0,0) du système 
dz 5 
ar = 52 —V, 


dy 
“dt = 2x + y. 
Solution. Ecrivons l'équation caractéristique 
D—À —1 


s le: ou M—61+7=0, 


Ses racines À = 3+ V2 > 0, À, = 3 — V2 > 0 sont réelles, dis- 
tinctes et positives. Par suite, le point de repos (0, 0) est un nœud 
instable. 

La relation qui existe entre les types de points de repos et les 
valeurs des racines de l’équation caractéristique (2) peut être visua- 


O 
JANNNNSNNNNNNNNS 
| Nœuds stobles N 
NS NC 2m 4A 
Cols NN 
Ports T0C0ux = 
| S stables Centres 
OP Points focaux 7: À 


D 


Nœuds instables. 7 
LL DL, 


Fig. 42 


lisée. A cet effet, introduisons les désignations & = — (a, + @Gse), 
À = Gyj@oo — Gjo@oy. Alors, l'équation caractéristique (2) s'écrira 
sous la forme À? + où + A = 0. 

Considérons un plan muni de coordonnées cartésiennes rectangu- 
laires À et © et indiquons dans ce plan les régions correspondant 
aux divers types de points de repos (fig. 42). De la classification 
donnée plus haut il résulte que les conditions de stabilité d’un 
point de repos sont Re À, << 0, Re À; << 0. Elles sont réalisées 
pour A>0et os >0, c'est-à-dire pour des points situés dans le 
premier quadrant. 

Si À et À, sont complexes, le point de repos sera du type d’un 
foyer. À cette condition satisfont des points qui se situent entre 
les branches de la parabole 0° — 4A et n’appartiennent pas à l’axe 
OA (où < 44, © Æ 0). 
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Les points situés sur le demi-axe © = 0, pour lesquels À >> 0 
correspondent à des points du type d'un centre. 

Les points situés en dehors de la parabole 0? = 4A (0° >> 4A) 
correspondent à des points du type d'un nœud. 

La région OAc du plan où A << 0 renferme des points du type 
d'un col. 

En faisant abstraction des cas particuliers (passage par l'origine 
de coordonnées), remarquons qu'un col peut se transformer en un 
nœud stable ou instable (fig. 42). Un nœud stable peut se transformer 
soit en un col soit en un foyer stable. Le cas des racines égales À, = À: 
correspond à la frontière entre les nœuds et les foyers, c’est-à-dire 
à la parabole 0° = 44. 

Exemple 2. Etudier l'équation des oscillations élastiques 

d?r dz . 
an +2 +Br=0 (3) 


tenant compte du frottement et de la résistance du milieu (pour « > 


Solution. Passons de l'équation (3) au système d'équations équi- 


valent 
__— y 
dt 
. (4) 
— = —2ay — P?zr. 


dt 


Pour établir la nature du point de repos (0, 0) du système (4), for- 
mons l'équation caractéristique 


—À 1 


fr —2%a—à =0, ou A2+9ai+fp2—0, 


d’où 
A2= —0 + V a2—f. (5) 


Considérons les cas suivants: a) &« = 0 (la résistance du milieu 
est nulle). De (5) on obtient À, = +iB. Le point de repos est 
st et représente un centre (tous les mouvements sont périodi- 
ques) ; 

b) «a > 0, æ — B®< 0. Les racines À et À. sont complexes 
conjuguées et Re À << 0. Le point de repos est un foyer stable (les 
oscillations s'amortissent); 

c) «<< 0 (cas d’un «frottement négatif »), &? — B° < 0. Les 
racines À et À. sont complexes conjuguées et Re À > 0. Le point 
de repos est un foyer instable ; 

d) «a >0, &«? — B% => O0 (la résistance du milieu est grande 
a > B). Les racines À, et À. sont réelles et négatives. Le point de 
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repos est un nœud stable (tous les mouvements sont amortis et non 
oscillatoires) ; 

e) a << 0, «? — B?=>0 (cas d'un « frottement négatif » élevé). 
Les racines À, et À, sont réelles et positives. Le point de repos est un 
nœud instable. 


Déterminer la nature des points de repos pour les systèmes d'équa- 
tions différentielles suivants: 


d 

= —z+ y, I = ST —Y; 
887 ie 891. dy 

dt | da Try 
888. dy 892. dy 

a = —2+y rar 9. 

De rev 
889. 

ds 

dt 
893. Le point de repos (0, 0) du système 

LE — 3z+ ay, 
D 2r+y 


pour quelles valeurs de «& est-il stable? 


Soit un système d'équations différentielles linéaires et homogènes 
à coefficients constants 


Lo 
d à 
T=} QijTj) i= 1, 2: ...n{(n>2). (6) 
j=i 
On constate que ce système se caractérise par des types analogues 


de disposition des courbes intégrales au voisinage de l’origine des 
coordonnées (col généralisé, nœud généralisé, etc.). 


Théorème. Si toutes les racines de l'équation caractéristique du 
système (6) possèdent une partie réelle négative, alors le point de repos 
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Z =0,i—=1,2,...,n de ce système est asymptotiquement stable. 
Si au moins une racine de l'équation caractéristique a une partie réelle 
positive, le point de repos est instable. 


Exemple 3. Soit donné le système 


da = -2+2, 
dy ; 
| de — "2 — 5 
dz _ 
ro 


Son point de repos (0, O, O0) sera-t-il stable ? 
Solution. Etablissons l'équation caractéristique 


—1—2 0 — 1 
0 —2—À —1 |—=0 
0 1 —1—À 
ou (1 + À) (A? + 3 + 3) = 0. Les racines de cette équation À = 
=—1, À,s =—5+ l 2 ont des parties réelles négatives. Par 


conséquent, le at de repos de ce système sera asymptotiquement 
stable. 


Etudier la stabilité du point de repos © (0, 0, 0) des systèmes 
suivants : 


à { dr 
aout, | =s 
Us ; M 9% 
d dz 
FE Lu ar =? Ty; 
d 
parer 
d 
jar 2 
d 
FR 


$ 27. Méthode des fonctions de Liapounov 


La méthode des fonctions de Liapounov consiste à étudier directe- 
ment la stabilité de la position d'équilibre du système 


dz; 
“dt = fi (6, Ti Las ss Las i= 1, PRES 


232 THÉORIE DE LA STABILITE (CH. IV 


à l’aide d'une fonction convenablement choisie V (t, x, ..., æ,) 
que l'on appelle fonction de Liapounov et ceci sans rechercher au 
préalable les solutions du système. 

Bornons-nous à examiner des systèmes autonomes 


dz:; | 
= fa (as To, RTE 0 À i= 1, 2, ce. À. (1) 
pour lesquels z1=0,i—1,2,..., nr est un point de repos. 


On dit qu'une fonction V (, Toy + + +» Tn) définie dans un cer- 
tain voisinage de l’origine des coordonnées est de signe défini (défi- 
nie positive ou définie négative), si dans un domaine 


[il < hi =, 235 . 7 (2) 


où = est un nombre positif suffisamment petit, elle ne peut prendre 
que des valeurs de signe défini et ne s'annule que pour z, = 2, =. 
= z, = 0. C'est ainsi que dans le cas de r = 3 les fonctions 


V=z+z + et V=x+i2nz +22 + 
seront des fonctions définies positives et la valeur de À >> O0 peut 
être prise ici aussi grande que l'on veut. 

On dit qu'une fonction V (z;,, Ze, . . ., Zn) est de signe constant 
(positive ou négative) si, dans le domaine (2) elle ne peut prendre 
que des valeurs d’un seul signe déterminé, mais peut s’annuler aussi 
pour  +z+...+z1;, #0. Par exemple, la fonction 


V (is To Ts) = + +2nn + 
est une fonction de signe constant (positif). En effet, la fonction 
V (Z1, Los Ts) peut se mettre sous la forme: Ÿ (2 Ta, Ts) = 
= ( + Ze)° + x? qui montre qu'elle s'annule aussi pour z° + 
+ x +x #0, à savoir pour z; = 0 et pour des z, et x. tels que 
= —Lo. 

Soit V (z;, z:, . . ., x, ) une fonction dérivable de ses arguments 
et soient Zy, Ze, - . -, TA Certaines fonctions du temps qui satisfont 
au système d'équations différentielles (1). Alors, la dérivée totale 
de la fonction V par rapport au temps aura pour expression 


0V Si 
ETS 


->2# Ôzi fi (Z1 Toy Ta)e (3) 


La grandeur a définie par la formule (3) s'appelle dérivée totale 


de la fonction V par rapport au temps composée en raison du système 
d'équations (1). 


Théorème 1 (théorème de Liapounov de la stabilité). Si pour 
Le système d'équations différentielles (1) il existe une fonction V (x, x... 
.« Zn) de signe défini (fonction de Liapounov) dont la dérivée totale 
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par rapport au temps 4 composée en vertu du système (1) est une fonc- 


lion de signe constant, inverse de V ou est identiquement nulle, alors le 
point de repos x; = 0, i = 1, 2, ..., n, du système (1) est stable. 


Théorème 2 (théorème de Liapounov de la stabilité asympto- 
tique). Si pour le système d'équations différentielles (1) il existe une 
jonction de signe défini V (x,, ze, . .., æ.) dont la dérivée totale 
par rapport au temps, composée en vertu du système (1), est aussi une 
fonction de signe défini inverse de V, alors le point de repos x; = 0 
du système (1) est asymptotiquement stable. 

Exemple 1. Considérons le système 


7 
dt ‘’? 
F L (4) 


Prenons pour V (x, y) la fonction V = z° + y*. C’est une fonction 
définie positive. La dérivée de la fonction V en vertu du système (4) est 
dv d d 
= 27 + 2y = 2zy— 22y = 0e 
Du théorème 1 il résulte que le point de repos © (0, 0) du système (4) 
est stable. Pourtant sa stabilité n’est pas asymptotique: les trajec- 
toires du système (4) sont des circonférences et elles ne tendent pas 
vers le point © (0, O0) lorsque t —> +00. 
Exemple 2. Considérons le système 


d 
Es 


dy 
dr. 


En prenant toujours V (x, y) = z° + y°, on trouve 
_ 
Dr (y— 2) +Oy(—2—3y9)= — 2 (264 By). 
Ainsi, T est une fonction définie négative. En vertu du théorème 2 


le point de repos O (0, 0) du système (5) est asymptotiquement stable. 

Une méthode générale permettant de former les fonctions de 
Liapounov n'existe pas. Dansles cas les plus simples, on peut chercher 
la fonction de Liapounov sous la forme 


V (x, y) = ar° + by, V (x, y) = axt + by, 
V& y) = af + byÿ(a>0, b > 0), etc. 
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Exemple 3. Etudier à l'aide d'une fonction de Liapounov la 
stabilité de la solution nulle zx = 0, y = 0 du système 


mm ——— — 9 G 2 | 
= —T—2y + z°y?, 
dy ) y T° y 
dt 2 2 


Solution. Cherchons la fonction de Liapounav sous la forme 
: = ar° + by*, où a > 0, b => 0 sont des paramètres arbitraires. 
na 


dv __ 6V dz 0V dy a 
dre drag dr 207(—2—2y+r)+ 


+ 2y (+ y—+ y) = — (2ax? + by?) + 
+ (2zy — z$y?) (b — Za). 
En posant b = 2a, on obtient W 9 (x° + y*) < 0. Ainsi, 


dt 
pour tout a >> 0 et b = 2a la fonction V = azx° + 2ay* sera une 


fonction définie positive et sa dérivée formée en vertu du système 


donné sera une fonction définie négative. Du théorème 2 de Liapou- 
nov il résulte que la solution nulle zx = 0, y = 0 du système donné 
est asymptotiquement stable. 

Si l’on ne parvient pas à trouver la fonction V (x, y) sous la 
forme indiquée plus haut, il convient de la chercher sous la forme 
V = ax + byf ou V = azt + by*, etc. 


Théorème 3 (théorème de Liapounov de l'instabilité). Supposons 
que pour le système d'équations différentielles (1) il existe une fonction 
V (Zi, To - + +, Tn) dérivable au voisinage de l'origine des coordonnées 


et telle que V (0, 0,..., 0)=0. Si sa dérivée totale D formée 


en vertu du système (1) est une fonction définie positive et s’il existe 
aussi près que l'oniveut de l’origine des coordonnées des points en les- 
quels la fonction V (x;, ze, . . ., x,) prend des valeurs positives, alors 
le point de repos x; = 0, i = 1, 2, ..., n, est instable. 


Théorème 4 (théorème de Tchétaev de l'instabilité). Supposons 
que pour le système d'équations différentielles (1) il existe une fonction 
U (21, To, - . ., Zn) continûment dérivable dans un certain voisinage 
du point de repos x; =0, i = 1, 2, ..., n, et satisfaisant, dans un 
certain voisinage fermé du point de repos, aux conditions suivantes : 

1) dans le voisinage Q aussi petit que l'on veut du point x; = 0, 
i = 1,2, ...,n, il existe un domaine Q, dans lequel v (x;, x, . .. 

+ In) > 0 et v = 0 en des points frontières de (, qui sont inté- 
rieurs pour Q (fig. 43): 

2) le point de repos O (0, 0, ..., 0) est un point frontière du 

domaine Q;; 
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3) dans le domaine (, la dérivée C3 formée en vertu du système (1) 
est une fonction définie positive. 

Alors, le point de repos x; = 0, i = 1, 2, ..., n, du système (1) 
est instable. 

Exemple 4. Etudier la stabilité du point de repos z = 0, y = 0 


du système 
LS 
de + 
dy 
a —  ÿ: 


Solution. Prenons la fonction 
vx, y) = 2? — y". Alors 


QU OPUS 0 
dt  ôxz dt ‘ ôy dt 


= 21° + 2y? 


est une fonction définie positive. Puisqu’il existe des points situés 
aussi près que l’on veut de l’origine des coordonnées en lesquels 
v > 0 (par exemple v = r° > 0 le long de la droite y = 0), toutes 
les conditions du théorème 3 sont réalisées et donc le point de repos 
O (0, 0) est instable (col). 

Exemple 5. Etudier la stabilité du point de repos x = 0, y = 0 


du système 
d 
rt + y$ + LT: 


d 
as +Y. 


Solution. La fonction v = xt — yé satisfait aux conditions du 
théorème de Tchétaev : 


1)v>0 pour |z1>]yl|; 
2) = 4 (z$ — y*) est une fonction définie positive dans le 


domaine |z|>|y |. 
Par suite, le point de repos z = 0, y = 0 est instable. 


Etudier la stabilité des solutions nulles des systèmes suivants: 


= —3y—25, == — zyf, 
895. | à, 896. 


Ir = 27 — dy$. Ir =TY. 

TH =r+22p, LE Snbns Mur Le 
897. À à 898. À à, 

dr — 29 + 4x. dr 2 47 
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dz 
Er FN 
899. à à . 
a stp. are 222 y— y 
SE = —T; rte 
dt 
901. À à 902. À à, 
dr — —Ÿ. dr 
D = zÿ 25 — y, 
903. À à 
À = 222 — y +02, 
= —2r— 84, = + y, 
904. À à 905. À à, 
de 7 ÿ  nbdlns À 
d 
. es vd 
° d d 
= — ny —5. = ay 
d 
= —2y—z(z—y), 
908. À à 
riz y(z— y). 


909. Soit v — v (x, Ze, . . ., z,) une fonction définie positive 
deux fois continment dérivable et telle que 


Dee ….——=0, 


Etudier la stabilité de la solution nulle x, = 0, ..., z, = 0 du 
système d'équations différentielles 


dr; _ dv 
dt Ôx: ? 
d?n dv 


$ 28. Stabilité en première approximation 


Soit un système d'équations différentielles 


d 
fi (a T2, ©.) Zn); i= 1, 2, ..) À, (1) 
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et soit z;==0, à = 1, 2, ..., n,est un point de repos du système (1), 
c’est-à-dire f, (0, O0, ..., 0) = 0, i = 1, 2, ..., n. Nous suppo- 
serons que les fonctions f; (Z1, Ze, - . ., Z,) sont un nombre de fois 
suffisant dérivables à l’origine des coordonnées. 

Développons la fonction f, en série de Taylor suivant x dans le 
voisinage de l'origine des coordonnées : 


n 
Ji (Zi, Los Tn) = à &yts + Ri(zi, To, Tn); 
j== 


= PÉ? et ÆR, sont des termes du deuxième 


ordre de petitesse par rapport à Ty, Toy + + «y Tne 
Alors, le système initial (1) prend la forme 


des _< | 
ù = D Quzy Ris, Tes cs En), i=1, 2,...,n. (2) 
ji 


Considérons au lieu du système (2) le système 


= + > GijT; (à = 4, 2, és n), (ay, ii const), (3) 


j=1 


appelé système d'équations en première approzimation du système (1). 
On peut énoncer les propositions suivantes. 
1. Si toutes les racines de l’équation caractéristique 


Giy—À Gr ... Gin 


ET A — À ...  Gn 0 (4) 


. + + + 2 + ee ee 


possèdent des parties réelles négatives, la solution nulle z, = 0, 
1 — 1, 2, ..., nr, du système (3) et celle du système (2) sont asymp- 
totiquement stables. 

2. Si au moins une racine de l'équation caractéristique (4) pos- 
sède une partie réelle positive, la solution nulle du système (3) 
et celle du système (2) sont instables. 

On dit que dans les cas 1 et 2 il est possible d'étudier la stabilité 
en première approximation. 

Dans des cas critiques, où les parties réelles de toutes les racines 
de l'équation caractéristique (4) sont non positives et la partie réelle 
d'au moins une racine est nulle, l'étude de la stabilité en première 
approximation est en général impossible (l’influence due aux termes 
non linéaires À, devient considérable). 
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Exemple 1. Etudier la stabilité en première approximation du 
point de repos z = 0, y = 0 du système 


z =21+y— oy?, . d . d 
s (:=<, =). (5) 
y=Sz+y+s 
Solution. Le système en première approximation est 
x =27+7y, 
{: o 
=3r+y; 


et les termes non linéaires satisfont aux conditions énoncées : leur 

ordre est supérieur ou égal à deux. Ecrivons l'équation caractéristique 
du système (6): 

0, 0 0 12=34—4=0 7 

3 4-90 ou — JA —1 =0,. (7) 


Les racines de l’équation caractéristique (7) À, = a AE À = a AE 


sont réelles et À >> 0. Par suite, la solution nulle z = 0, = 0 
du système (5) est instable. 
Exemple 2. Considérons le système 


d 
TT =y-s, 
dy (8) 


Le point de repos zx = 0, y = 0 du système (8) est asymptotique- 
ment stable car pour ce système la fonction v = x? + y* satisfait 
à toutes les conditions du théorème de Liapounov sur la stabilité 
asymptotique. En particulier, 


_ = 22 (y—2)+2y(—2z— y) = —2 (+ y) <O. 


En même temps, le point de repos z= 0, y = 0 du système 


= =y+, 
+ (9) 
a ?TY 


est instable en vertu du théorème de Tchétaev: en prenant v = 
=2#+ y, on aura À = 2 (2 + y) > 0. 
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Les systèmes (8) et (9) ont le même système en première approxi- 
mation 


dr 
"a  Ÿ (10) 
dy 
de + 
L'équation caractéristique du système (10) 
— À 
_4 al °u A2+11—0 


possède des racines imaginaires pures de sorte que les parties réelles 
de ses racines sont nulles. 

Pour le système en première approximation (10) l'origine de 
coordonnées sert de centre. Les systèmes (8) et (9) sont obtenus 
par suite de petites perturbations des seconds 
membres du système (10) au voisinage de 
l'origine des coordonnées. Pourtant ces pe- 
tites perturbations ont pour résultat la trans- 
formation des trajectoires fermées en des 
spirales. Dans le cas (8), ces spirales s'ap- 
prochent de l'origine des coordonnées et 

Fig. 44 forment un foyer stable au point O (0, 0), 

alors que dans le cas (9) elles s'éloignent de 

l’origine des coordonnées et forment au point © (0, 0) un foyer ins- 

table. Ainsi, dans un cas critique, les termes non linéaires peuvent 
influer sur la stabilité du point de repos. 

Exemple 3. Considérons un circuit électrique fermé comprenant 
des éléments non linéaires (fig. 44); l'équation de ce circuit est 


LÉEHRE +R rte(z, &)=0. (11) 
Ici, z est la charge électrique du condensateur et donc = . le courant 
dans le circuit: R, la résistance, L, l'inductance:; C, la capacité; 
£ (z, = | sont des termes non linéaires de degré noninférieur à deux, 
g (0, 0) = 0. L'équation (11) est équivalente au système 


LL 

dt  ‘’ 

dy _ 4 R 1 (42) 
de LC ZT y—TE(z, y), 


pour lequel l’origine des coordonnées O (0, 0) est un point de repos. 
Considérons le système en première approximation 


ee, 

dt  ‘’ 

dy | R (13) 
dt = LC L* 
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L'équation caractéristique du système (13) est de la forme 


— À 1 
41 R _; =0, ou a+ 2 + 0. (14) 
DEC LS 


Si cie < _. , C'est-à-dire si R<T , l'équation (14) a desracines 
complexes à partie réelle négative p — + et donc pour les systè- 


mes (13) et (12) l’origine des coordonnées O (0, 0) est asymptotique- 
ment stable. 


Si À > =, l'origine des coordonnées est aussi asymptotique- 


ment stable (tous les paramètres R, L, C sont positifs). 

La stabilité asymptotique du point de repos découle des considé- 
rations physiques: lorsque la résistance ohmique est positive, le 
courant finit inévitablement par disparaître avec le temps. 


Etudier la stabilité en première approximation de la solution 
nulle x = 0, y — 0 des systèmes suivants: 


z= z+2y— sin y?, 
910. 4. Ed 
y= —2x—3y+z(e ? —1À). 
911. k = —r+38y+zr?siny, 
y= —z— 4y +1 —0cos y2. 


912. te —9xz+8sin2y, 
= z— 3y + 473. 


913. DRE 


= sin z—9Dy+ex —1 


a u 2 
944. (: 10x + 4 eV — 4 cos y?, 


y—2e*—2—y+zt. 


3 LL: 
= z+-sin2y—2y, 


2= T2 + 2sin y— yh, 
915. 
y=e—3y—1+ 22. 
m6. : 


= —y—22z+ rm — y. 
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= + re" — 3y+ sin z?, 
917. Fe 
y = nil 


sin teur + x, 


3 

T4 
e 2 5 
ds x — 3y cos y — 11y*. 

= + (e*—1)—9y+ xt, 
1 


2=52+ycosy—+, 


919. 4 . 
y=-Sz—sin y + yié. 


z=hy—s, 922. Lo re 
y—22z—y° 


$ 29. Stabilité des solutions des équations 
différentielles par rapport à la variation 
des seconds membres des équations 


Considérons des équations différentielles 


y = f(x, y), (1) 
y = f(x, y) +6 (x, y), (2) 
où les fonctions f (z, y) et 6 (x, y) sont continues dans un domaine 
fermé G du plan zOy et la fonction f (x, y) possède dans ce domaine 


une dérivée partielle continue TT 


Supposons que dans le domaine G soit vérifiée l'inégalité 
[O (x, y)| Le. Si y = pr) et y —=vVv(xz) sont solutions des 
équations (1) et (2) respectivement, qui satisfont à la même 
condition initiale @ |x=x, = Ÿ |x=xo = Yos alors 


Ip) HIS (e"1E-% 1 — 1), (3) 
où 
of 
M=max |—|. 
ms) 9y | 


16—0874 
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De l'estimation (3) il est immédiat de voir que si la perturbation 
@ (x, y) du second membre de l’équation (1) est suffisamment petite 
dans le domaine G, alors la différence entre les solutions des équa- 
tions (1) et (2) sera petite en valeur absolue sur un intervalle fini 
de variation de x. Cela permet de résoudre de façon approchée les 
équations différentielles compliquées, en les remplaçant par des 
équations convenablement choisies dont la résolution est plus simple. 
Cette dernière circonstance peut être judicieusement mise à profit 
lors de la résolution des équations différentielles liées aux problè- 
mes de physique ou de technique. 


Exemple. Dans un carré Q {—5 rss: -+<y<+}, 
trouver une solution approchée de l'équation 


y = sin (zy) (4) 
qui satisfait à la condition initiale 
Y |x=o = 0,1 (5) 


et évaluer l'erreur. 
Solution. Remplaçons l'équation (4) par l'équation 


y = y, (6) 
y |x=0 = 0,1. (7) 


Pour la condition initiale (7), l'équation (6) admet une solution 
y = 0,1-e*°/* qui est comprise dans le carré principal Q pour tout 
x E[—1/2; 1/2]. 

En vertu du théorème d'existence et d’unicité de la solution, 
l'équation (4) possède pour la condition initiale (5) la solution 
unique y = 4 (x) si bien que pour une solution approchée du pro- 
blème (4)-(5) on peut prendre y = 0,1-e**”* qui est solution du pro- 
blème (6)-(7). 

Evaluons l'erreur 

A=]p()—-#(r |, —1/2< zx < 1/2, 
où (x) = 0,1-e**”* est solution du problème (6)-(7). Dans le cas 
actuel, f (x, y) = zy et | a = |z| < TZ: D'après la formule de 
Taylor |sinz—z|< LE de sorte que dans le carré Q on a 


. lzyl° 1 1 
[Sin zy— zy| 6 LG = 5: 


e ° [1 L 2 1 —. | — ôf re 
Utilisons l'estimation (3) en prenant Es M nee | ET = É 
1 
14 ,—Ixl 1 14 1 
Apt (17e  —1<gg, 2€ +, + |. 
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On se rend compte sans peine que la solution v (z) du problème 
(4)-(5) ne quitte pas les limites du carré principal Q. 


Etablir la différence entre les solutions des équations données 
qui satisfont à la même condition initiale y |:=>, = yo Sur des inter- 
valles donnés (z, = 0): 


923. y’ = — + x?, 


y'= TT + 22+ 0,01 sin zsur[0, 1]. 
_siny 
924. y =e î1+*, 
; - COS zy 
y =Ee THE (A+ 7) sur [0,21]. 
925. y’ + arctg zy, 
y" = _ arctg xy + 0,001e-x" sur [0,1]. 


$S 30. Critère de Routh et Hurwitz 
Soit une équation différentielle linéaire à coefficients réels cons- 
tants: 
ay Hay" NE... +any =0 (ao, &. ..., 4n = const, a > Ü). (1) 


La solution nulle y = 0 de l’équation (1) est asymptotiquement 
stable si toutes les racines de l'équation caractéristique 


fD= a" + ati +... + a, = 0 (2) 

ont leur partie réelle négative. 
Critère de Routh et Hurwitz. Pour que toutes les racines de l'équa- 
tion (2) aient leurs parties réelles négatives, il faut et il suffit que tous 


les mineurs diagonaux principaux de la matrice de Hurwitz soient 
positifs 


(a a 0 0 0 0 ... 0) 
gs d O4 a 0 O0 0 
As y 3 do A do .-.. 0 |. (3) 


0 0 0 0 0 0... a 


La matrice de Hurwitz est formée comme suit. Suivant la diago- 
nale principale on écrit les coefficients du polynôme (2) en commen- 
çant par a, et en finissant par a,. Les colonnes sont constituées 
alternativement de coefficients affectés de seuls indices impairs ou de 


16* 
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seuls indices pairs, le coefficient a, étant compris au nombre de 
ceux derniers. Tous les autres éléments de la matrice correspondant 
aux coefficients d'indices supérieurs à x ou inférieurs à 0 sont sup- 
posés nuls. Les mineurs diagonaux principaux de la matrice de Hurwitz 
sont de la forme 


ay & OÙ 
ai, 47) 
A, =a;, À; = oral A3=|@s @ |, , 

PL dj € 3 

&ä, & O0 . 0 

d3 Us 0 

An = ss y 3 0 . 
0 0 0 An 


Ainsi, la condition de Hurwitz s'énonce: pour que la solution 
y = 0 de l'équation (1) soit stable il faut et il suffit que soient vérifiées 
les relations 
A >0, 4 >0, ..., 4, > 0. (4) 
Puisque A, = a, 4,,, la condition A, >> 0 peut être remplacée 
par celle de a, >> 0. 
Exemple. Etudier la stabilité de la solution nulle de l'équation 


yIV + 5y”" + 13y" + 19y° + 10y = 0. (5) 
Solution. Etablissons l'équation caractéristique 
fi) = À + 5A$ + 13X° + 194 + 10 = 0. 


Ici, ao = 1, a = 5, a =13, as = 19, a, = 10. Ecrivons les mi- 
neurs diagonaux de la matrice de Hurwitz 


#4 5 1 FT 
AL= = 494050, A3=|119 183 5|—=424>0, 
0 10 19 13 0 410 19 
0 0 © 10 
A2=|19 [= 46>0,4,=5>0, 


c'est-à-dire A, > 0, A, > 0, A4 > 0, A, > 0. On voit donc, que 
la solution triviale y = 0 de l'équation (5) est asymptotiquement 
stable. 

Le calcul peut se faire, par exemple, comme suit. On forme d'abord 
le mineur d'indice le plus élevé 4, de la matrice de Hurwitz. À partir 
de lui, on écrit sans peine tous les mineurs d'ordre inférieur Mes sus 
re A. Puis, on commence à calculer successivement A;, A>, 
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etc. Si l’on rencontre un mineur négatif, c’est le signe que la solu- 
tion est instable de sorte que le calcul ultérieur devient inutile. 


Etudier la stabilité de la solution nulle des équations suivantes : 

926. y” — 3y” + 2y = 0. 

927. yiV + 4y° + 7y" + 6y" + 2y = 0. 

928. y” + 5y” + Jy' + 5y = 0. 

929. yiV — 2y + y" + 2y° + 2y = 0. 

930. yIV + 7y”° + 17y° + 17y° + Ey = 0. 

931. y" — 3y" + 12y" — 10y = 0. 

932. yIV + 5y”" + 18y°" + 34y° + 20y = 0. 

933. ylV + 7y" + 19y” + 23y" + 10y = 0. 

934. yIV + 11y°" + 41y” + 61y" + 30y = 0. 

935. yY + 3ylV — 5y"" — 15y” + 4y” + 12y = 0. 

936. yŸ + 7yIV + 33y"" + 88y" + 122y' + 60y = 0. 

Pour quelle valeur de «& la solution nulle des équations suivante 
sera-t-elle stable ? 

937. y" + 2y” + ay + 3y = 0. 

938. yIV + ay" + 2y" + y + 3y = 0. 

939. y1V + 2y"" + ay" + y + y = 0. 

Pour quelles valeurs de &, B la solution nulle des équations 
suivantes sera-t-elle stable ? 

940. y" + ay” + By" + y = 0. 

941. yIV + 3y" + ay" + 2y° + By = 0. 


$ 31. Critère géométrique de stabilité 
(critère de Mikhaïlov) 


Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre n à coef- 
‘icients réels constants 


ay + ay") +... + any = 0. (1) 
Son équation caractéristique est 
1h) = a" + a" +... +a, = 0. (2) 


Le critère de Mikhaïlov permet de résoudre la question relative 
à la disposition des racines de l'équation caractéristique (2) sur le 
plan complexe et donc d'établir si la solution nulle de l'équation (1) 
est stable ou ne l’est pas. En posant À = iw, on obtient 


f (iw) = u (w) + iv (w), 
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u (@) = ah — an-ou° + ant — ..., 
0 (0) = 4h30 — An-30% + ... 


La quantité f (iw) peut être représentée pour une valeur donnée 
du paramètre w sous la forme d’un vecteur sur le plan complexe 
u, U ayant son origine à l’origine des coordonnées. 

Lorsque le paramètre w varie dans l'intervalle (—oo, +00) 
l'extrémité de ce vecteur décrit une certaine courbe appelée courbe 
de Mikhaïlov (fig. 45). La fonction u (w) étant paire, la courbe de 


Fig. 45 Fig. 46 


Mikhaïlov est symétrique par rapport à l’axe Ou si bien qu'il suffit 
de construire seulement une partie de la courbe correspondant à la 
variation du paramètre w dans les limites de O0 à +0. 

Si le polynôme f (4) de degré nr possède m racines ayant leur partie 
réelle positive et z7 — m racines ayant leur partie réelle négative, 


l'angle de rotation @ du vecteur f (iw), sera @ = (n — 2m) + lors- 


que w varie de O0 à + oo. 
Il est clair que pour la stabilité de la solution de l'équation (1) 
il faut et il suffit que m = 0 


Critère de Mikhaïlov. Pour que la solution nulle y= 0 de l'équa- 
tion (1) soit stable ke faut et il suffit: 1) que le vecteur f (iw) tourne 
d'un angle p=r—s , C'est-à-dire fasse = tours en sens antihoraire 
lorsque w varie de O à +co; 2) que |’ hodographe de f (iw) ne passe 
pas par l'origine (0,0) lorsque w varie de O0 à oo. 

[1 en résulte que pour la stabilité de la solution de l'équation ({) 
il faut que toutes les racines des équations uw (w) = 0, v (w) = 0 
soient réelles et alternées, c'est-à-dire qu'entre deux racines, quelles 
qu'elles soient, d’une équation doit se trouver une racine de l’autre 
équation. 

Exemple. Etudier la stabilité de la solution nulle y = 0 de 
l'équation ylV + y” + 4y" + y + y = 0. 
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Solution. Formons le polynôme caractéristique 


Puis, 


JO =M+N + AM +2 +1. 


f (io) = ot — i®® — 4w° + io +1, u (wo) = ot — 4w° + 1, 


0 (o) = —o@$ + © = © (1 — w) (1 + w). 


Construisons la courbe (fig. 46) 


rs 


v = v (w), 


0So << +oo 


L'angle de rotation du rayon-vecteur est q =4 _. =(n —2m) +. 


On en tire 7 — 2m = 4 et puisque z =4 on a m = 0, c’est-à-dire 
que toutes les racines de l'équation caractéristique se situent dans 
le demi-plan à gauche. La solution triviale y = 0 est donc asympto- 
tiquement stable. 


En se servant du critère de Mikhaïlov, étudier la stabilité de 1a 
solution nulle des équations suivantes: 


942. 
. y" + 2y" + 2y + y = 0. 

. QyiV + 18y" + 28y" + 23y° + 6y = 0. 

. SyIV + 13y"" + 19y" + 11y° + 2y = 0. 

. 2yIN + 67" + 9Jy° + 6y° + 2y = 0. 

. YIV + 4y" + 16y" + 24y" + 20y = 0. 

. YY + ASyIV + 43y"" + 51y” + 40y + 12y = 0. 
.y" + y =0. 

YN +y" + y + y = 0. 

. YY + Sy + 2y" + y" + 3y° + 2y = 0. 

YY +HYN + y + y + y +y=0. 

. 2yIV + 11y" + 21y" + 167" + 4y = 0. 

+ NT HU + yN + y +y +y = 0. 


2y" + 7y" + 7y° + 2y = 0. 
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955. 2y1V + 9y" + 32y" + 54y' +20y = 0. 

956. GylV + 29y" + 45y" + 24y' + 4y = O. 

957. yY + ylV + 2y" + 2y" + 2y° + 2y = 0. 

958. yY1 + yV + SylV + 2y" + 4y" + 2y + 2y = 0. 
959. yV + 2yIV + y" + 2y" + y + 2y = 0. 


$ 32. Equations à petit paramètre 
de la dérivée 


Considérons une équation différentielle 
= F(tz(0,8), (4) 


où & est un paramètre. 

Si dans un certain domaine fermé de variation de t, x, € la fonc- 
tion F (t, x, e) est continue par rapport à tous les arguments et 
satisfait à une condition de Lipschitz en zx: 


| Æ (€, Lo; e)—F(+, Ti E | N]Iz—-2 |, 


où À est indépendant de #, x, e, alors la solution de l'équation (1) 
dépend continüment de e. 

Dans de nombreux problèmes de physique on est amené à consi- 
dérer les équations de la forme 


e = (2), @) 


où e est un petit paramètre. 
En divisant les deux membres de l'équation (2) par &, on la ramène 
à la forme 


= Lit, (3) 


qui montre que le second membre de (3) présente une discontinuité 
pour & = 0, de sorte que le théorème sur la dépendance linéaire 
des solutions en fonction du paramètre & ne s'applique pas dans le 
cas considéré. 

La question se pose ainsi : à quelles conditions, les valeurs de 
| e | étant petites, peut-on rejeter dans l’équation différentielle (2) 


le terme € = et prendre pour solution approchée de cette équation 
la solution d’une équation dite « dégénérée » : 


ft, z) = 0. (4) 


Supposons, pour fixer les idées, que e& >> 0 et que l'équation dégénérée 
(4) possède une seule solution z = ç (t). Suivant le comportement 
de / (t, x) au voisinage de la solution x = œ (t) de l’équation (4), 
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Ja solution zx (t, e) de l'équation différentielle (2) tend vers la solu- 
tion z = y (t) de l'équation dégénérée lorsque e — O0 ou bien s’en 
éloigne rapidement. La solution x = œ (t) de l’équation (4) est dite 
stable dans le premier cas et instable dans le second cas. 

A savoir si, en passant par la courbe solution z = œ (t) de l’équa- 
tion dégénérée (4), la fonction f ({, x) change le signe + en — lorsque 


TAF(rt)>0 k 
kene EE TTL 1 er 
VI VV an Ve À ee a! 

qd r=0) NE 
ne re rs + 
SL 


VEN ft)<0 


Fig. 47 Fig. 48 


x croit pour t fixe, la solution z =  ({) de l'équation dégénérée (4) 
est stable et donc peut remplacer de façon approchée la solution 
x (t, e) de l'équation (2) (fig. 47). 

Au contraire, si la fonction f (t, x) change le signe — en +, la 
solution z = (t) de l'équation dégénérée (4) est instable et la solu- 
tion x (t, e) de l'équation différentielle (2) ne peut pas être remplacée 
par la solution de l'équation dégénérée (4) (fig. 48). 

Les conditions suffisantes de stabilité ou d'instabilité s’expri- 
ment par les propositions suivantes: 

1. Si 2109 0 pour la solution x = œ{t) de l'équation (4), 
alors la solution x = ç (t) de l'équation dégénérée est stable; 


2. Si 2102) 2) > 0 pour la solution zx = œ(t) de l'équation (4), 


alors la so lition x = q (t) de l'équation dégénérée est instable. 

Dans le cas où l'équation dégénérée f (t, zx) = O0 (4) possède 
plusieurs solutions z = ; (t), i = 1, 2, ..., m, on doit étudier 
la stabilité de chacune de ces solutions. Dans ces conditions, le com- 
portement des courbes intégrales de l'équation différentielle (2) 
peut être différent, lorsque e —+ 0, suivant le choix des conditions 
initiales, c'est-à-dire du point initial (to, xo). 

Un cas semi-stable peut aussi se présenter où la fonction j ({, x) 
ne change pas de signe au passage à travers la courbe x = q (t) 
(par exemple si z =  (t) est une racine de multiplicité paire de 
l'équation dégénérée (4)). Dans ce cas, lorsque € est petit, les courbes 
intégrales de l'équation (2) tendent vers la courbe z = œ (tf) d'un 
côté de cette courbe et s'en éloignent de l’autre côté. 
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Dans le premier cas on dit que le point initial (t,, x.) appartient 
au domaine d'attraction de la solution semi-stable z = œ (t) et 
dans le second cas, qu'il appartient au domaine de répulsion. 

Dans le cas semi-stable, la solution de l'équation donnée (2) 
ne peut pas, en règle générale, être remplacée par celle de l'équation 
dégénérée (4). 

I1 existe des critères permettant d'établir dans quelles condi- 
tions, le point initial (to, Zo) étant convenablement choisi, les 
courbes intégrales de l’équation (2) se rapprochent de la solution 


FAfG,t)>0 


ANTAAUA A 
"1 r=p(t) 


La a 
Afxt)>0 


Fig. 49 


z = q (t) de l'équation dégénérée et restent dans son voisinage pour 
t>> Lo, mais ceci n'est valable que lorsque l'équation (2) n'est pas 
soumise à des perturbations. 

Indiquons ces critères. 

Supposons que dans le voisinage de la solution semi-stable zx — 
= p(t) de l'équation dégénérée (4) la fonction f(t, x) > 0. Si 
p' (t) > 0, les courbes intégrales de l'équation (2), qui se rappro- 
chent de la courbe z =  (t), ne peuvent pas couper cette courbe et 
restent dans son voisinage pour { >t, (le point initial (é,, xo) 
doit se situer dans le domaine d'attraction de la solution semi-stable 
z=ot({t)); si (to, zo) se trouve dans le domaine de répulsion, la 
courbe intégrale correspondante de l'équation (2) s'éloigne rapide- 
ment de la courbe x = œ(t) (fig. 49). Si œ’ (t) << 0, les courbes 
intégrales qui se rapprochent du graphique de la fonction z =  (f) 
le coupent et, de l’autre côté de la courbe z = œ (t), s’en éloignent 
rapidement. Si ®'(t)>0 pour t, <t<t, et p(t) LO0 pour 
t>t,et si e est suffisamment petit, les courbes intégrales issues du 
point ({o, Zoe) appartenant au domaine d'attraction de la solution 
z = Q (t) restent dans le voisinage de la courbe z =  (f) pour à, + 
+ Ô <Lt<t,, Ô > 0; elles coupent la courbe z = (ft) au voisinage 
du point { = t, et ensuite s'en éloignent. 

Si, dans le voisinage de la solution semi-stable x = œ (ft) la 
fonction f (t, x) < 0, les assertions énoncées ci-dessus restent vraies 
à condition d’inverser le signe de la dérivée œ’ (t). 
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Exemple 1. Etablir si la solution z = xt, e) de l'équation 
e & =t"—2x(5), e>0, satisfaisant à la condition initiale x |;_,,— 
= x, tend vers la solution de l’équation dégénérée zx = “ pourt >t, 


et e—+ 0. 
2— 

Solution. On a 169 LCD = —1<0 si bien que 
la solution de l'équation dégénérée z = t* est stable et donc la 
solution de l'équation initiale x = x (t, e) issue de tout point initial 
(tos To) tend vers la solution de l'équation dégénérée lorsque e —+ 0 
et t—>to (fig. 50). 

On peut s’en assurer par une vérification directe. En résolvant 
l'équation différentielle (5) comme une équation linéaire non homo- 
gène pour la condition initiale donnée zx [:,, — zo, on trouve 


t—to 


z(t,e)=(zo—t2+2et—2De)e © +12— Det + 2e?, 


d'où on tire immédiatement que pour { >to, c'est-à-dire pour 
t—t>0ete—+0,onazxi(t, e) —+ ft. 

Exemple 2. Etudier la stabilité de la solution de l'équation 
dégénérée de l'équation 


Solution. L’équation dégénérée zx (e* — 2) — O possède deux 
solutions 
1)z=0,2) x = In2. 
On a 
ôf (t, x) 


zx = (e*—2+re)| 0 = —1, 


xæ0 


si bien que la solution z = 0 est stable: 


of (t, x) 


ôz =(e*—2+re")|;mn2=21n2>0, 


x=in? 


de sorte que la solution z = In 2 de l'équation dégénérée est instable 
(fig. 51). 

Exemple 3. Etudier la stabilité de la solution de l'équation 
dégénérée correspondant à l'équation = = (zx —t)*. L'équation 
dégénérée (r — t)* = 0 a une racine z = t de multiplicité 2. Dans 
le voisinage de cette racine, la fonction f(t, x) = (x — t} > 0, 
p(t) =tet (ft) = 1 > 0. Par conséquent, la solution z = t est 
semi-stable et, si le point initial (t,, z,) se situe dans le demi-plan 
au-dessous de la droite z=t (le domaine d'attraction de la racine 


252 THÉORIE DE LA STABILITE [CH. IV 


z = 1), la courbe intégrale z = zx (t, e) ayant pour origine le point 
(£o Zo) restera pour t > t, dans le voisinage de la droite x = 1 
(fig. 92). 


Fig. 51 Fig. 52 


Etudier la stabilité de la solution des équations dégénérées 
pour les équations différentielles suivantes: 


960. e re. 961. e D =z(b+1— 2). 
962. e D —(r—t)(r—et). 963. e 22. 
d d 
964. e xt. 965. e -—(z—t)(Inz—#2—1). 
966. € — = (t+ x). 967. e=r—t+1. 


+ 

968. & = = (z— sin t) (1 —12). 
dz 

969. en = 2—4z—5. 


970. e=(z—t)lnz. 971. e = (Inz+1}. 


RÉPONSES 


1. Si y (x) est solution de l'équation différentielle, elle transforme 
celle-ci en une identité. Par voie de conséquence, si les équations 
a) et b) ont des solutions coïncidentes, les premiers membres et donc 
les seconds membres de ces équations sont identiquement égaux : 
y? + 2x — 2 = vf — y + 2x — 1° + xt. Il en résulte que y — 
= 2, y = —2 — +. La deuxième fonction ne vérifie pas l'equa- 
tion a), elle doit donc être rejetée. On obtient : y = z*°. 13. y = (. 
17. &« = arctg - 18. «à — L. 19. Les points extrémaux des courbes 


intégrales se situent sur la droite x — —1. 20. Les points d inflexion 
des courbes intégrales se situent sur la parabole y — 1° + 2x. 
22. 


21.  K=-7  K=0 k:1AY 


Fig. 53 


TL 


4 


Z 


Fig. 55 


Fig. 63 


LE 


LÉ 
LE 


EL 


N=1 K=-] 


Fig. 58 


\ 


AS AA 
LEA 
AE 


2 


Fig. 60 


ÿ 


Fig. 62 


Fig. 64 


A] K=0 K=-] 
22 


UE 


NS 


41. 


RÉPONSES 25€ 


ss 


Yo(x)=0, , (= (83—14r +495 — 


2 2 
—T#—2r1). 42. Pur n(D= + pG= +. 


.H(D=t, n(D=i+rtS, pr =itrte+E. 


. Yo(z) = 2, y: (x) = 2+7— +2, Yo (x) = 2+r+r— La — 


1 4 
— 72. 

Yo(x)=2, yi(x)=2z—-Inzx, y,.(x)=2+In2x. 

arctg x + arctgy =C ou z+y=C(1—zxy). 
x2(1+y2)=C. 48 y=sinxz. 49 y=tglnCrz. 
VTre+VITy=C. 5. Vi=ñ+ Vi, 
y=1. 952 e=C(1—e?). 

y=1. 54 a*+aV=C. 55. 1+e— aid 


y=sin[C+In({+z)], 57. arctge = +c. 
y=(1+Cytiny)cosz. 59. z+C=ctg (HE+2). 
b(az+by+c)+a= Ce. 

zty=atg(c+4), 62 y=—{ 


2 Ts 


y=atgy #1. 64. tgs—esmx, 
y'—=3y, y—= —2e. 


x 

fudt=aint ; . 

0 

204, v = 50 V 29 cm/s. 

dv _ 9 __ hk(vi—vo) _ 3 
M Re = ss S 

pre 

de . y 5lm10 d7 
me ho; tes, 72 TT =k(T—To); 
T =20 +80 (+) ; t=60 mn. 
y=nt;y=Cr" 74. Durs; S=95.206. 
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75. A184ke LE (<=) k — coefficient de proportion- 
Ne a \3— 30 /) Le à 


nalité. 


ee 


zy=C. (C0). 78. 0,82 kg; © = ks (s +6). 


32,2mn. 80. T= x; 864000.4,2 7; 


T=-<, où Q= const. 83 y—0, pour a<i 


la solution est unique. 

y= + (2r+1)z+0C, n=0, +i, +2, 

y=C. 87. y—=(—1)" (x arcsin z+V1— zx?) + 
+nnarz+C,n=0, +1, +2,... 88 y—=e*+c. 
y=nnr+C,n=0, +1, +2, ... 

y=z(inz—1)+C. 91. y=zarctgr—— In (1 +2?) + 
+narz+C,n=0, +1, +2, ... 


y =arcsin Cr) + 97. 
y = arcctg (£+ +7 —) + 37. 
y = 2arctg (15 )+<. 


y=—arctg (5 +arctgz) ++. 

y=0. 97. y—1. 98. y——7x. 

y=arctg ++. 100. tgT=InCr. 
y=xz(C—lnz). 102 y—zrei+Cx, 

(z—y)inCr=x. 104 y+Vy2—r7— Cr, y=7xr, 
y—=—x 105. 2r—=(x—y)ln Cr. 

y2—3zy +222 C. 107. y2+91ry—r2=0C. 
y=1+(z—1) In C(r—1). 

(c+y—1}(z—-y—1P=C. 

y?—22zy—2x2—8y+4r=C. 111. y?2—27zy— 12 + 4y =C. 
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y? + Szy + ax? — 5x — 5y = C. 113. (4x + 2y + 1): — 
=4r+C. 114 xz+3y—-1n|rz—2y| =C. 
(xz+y—1)}?+2r=C. 116. y2=zxinCy. 
Cxt=yf+as. 118. Vzyt +1 = Cry? —1. 


2 arctg = —In(?+y)+C. 120. 2+y2—Cx. 
y=s (Cain its), 

p=2Cr+C2 123. y=+ (Cr). 
x?+y2=Cr. 125 y—=Ce =“ +e*. 
y=xz—x2 127. y—=(C+z?)e. 
y=(C+ze-". 129. y 


COS Z ” 


y=Cr'tritsinxz. 131. LES 


Y— cos? x ” 


y=(C+z)lnz. 133. z—Cy—%. 134 y—1. 
y® 


z=+yiny. 186. z=(C+ye 7. 
y=(C+z?)je". 138 y—(C+x) eti-xe”, 


Rt 
. E : es 
à (4) = TG [AR sin 2nxt+92nnL (e L —cos 2nnt)]+ 
Rt 
+Ie L. 140. g—QE(1—e-t/eR); 
dg _ q _k "* m het. 
am=E-T. 141. vitre £ ): 


m D kit, v (0) = 0. 

y=Cr—z2; y—ay =. 143 y=CVz—z;: 
y—zxy = y .. 144 y(z)=y: (r)+Ce-froax, 
y=yi(z)+Clyr(x)—yi(x)]. 148. y 25", 


y=e"* 150. y. 151. y = 


1 
y= 71 153. y—e*"+e*, 154 y—=x. 
L 


REPONSES 


__ 
Y— ns: 


a — 
156. y—=cosxz. 157. y= EN 


+: 


p=r+Cn, 159 ze v=C+y. 160. y=—. 


Vyti=cCe. 162. yiInx=—Ctsinz. 
y®(C—zx)sinz= 1. 164. yt+ Dry +2y=C. 
D 166. siny—(r+C)e*, z=siny. 


CeTsin x __1 
Iny=—(x+C)e*, z—Iiny. 168 siny=r+Ce”, 
s=siny. 169 zx—2+Ce*= er"/2, z — ev°/2, 
tegy=(C—+zx)e"*" ; z=tgy. 171. zy=0C. 
<x3— Q2 
y=(z+il)je*. 173. y—2—(2+a)e =: : 
1-n 


y=Cr nm + 175. z+zry2+y=cC. 
m+Brytyt=C. 177. Vr+y+in|zy| + 
++=C. 178. zx° gy+yp+h =. 


sin?r , y? =Ç. 


Dy+r—y = Czy. 180. mr À 5 


DLyp—z—zy+y2=C. 182 yV1+z+ 
+zy—ylnzx=C. 183. Vr+yi+2=c. 


. zsiny—ycosxz+Iln|ry| —C. 185. tgry—cosr —cosy =C. 


y—=z. 187. (x°+ y?) + 2a2 (y —r2)= CC. 
zy(x?+y)=C. 189. zy°— 2r2y—2=Cxr; n=1/r. 
z—Ÿ=C; u=+—. 191. ziniz|—y=Cz; u=1/x?. 


Oarctgr<+2ry=C; x=0; =. 


y+a (Inxz—1)= Cr; p=1/rt. 
2e“ siny+2e*(z—1)+e*(sinr—cosz)=C; p=e". 


2 —3ry=C ; u = 1/y°. 196. (z+ y} C=zxz— y; 
197. 1—+y2—22=Cz; o—1/x; 


198. y—1—=CY x2+-y7; 


1 
RE TRR : 


1 
ME TT - 


RÉPONSES 259 


(ii z. 199. (y—C}= 78. 
200. InCy=z+2e7, y=0. 201. y—2r2+C,y=—1+C. 
202. 2y=C,ry=C. 208 y= +0, y=Ce—x—1. 
204. 4e-VS= (+234 C. 205. y= +0, 
y=— 5 +Cy=Ce. 206. y= Ce +, y= +2". 
207. y=Cr+(a—C?), y = z°. 


y= pe, y—=0. P 


Lai id . ru 
1 Mmp 

z=lnp+sinp, 

Ru PRE METRE 


x=p?—92p +2, c=nP+1) 
211 12. e* PES 


y=plnp 
” o1/P 
eP , 
213. eu ue : 214 p° 
= (p—1)er; y=—1 y=C+etr(1+—). 
245. {° z—=acos ti, 
y+C=—asinst, p=tgt. 
. {==5(s te t—tgt+t)+0, 
y=asin?t. 
T= AR 
217. 
y+C=—pr+ + p sin p + cos p. 
218. | z+C=Iln|p| +sin p+pcosp, 
y=p+p*cos p. 
249. pes 2 arctg p—In HE ; 
= arcsin p—+ In (1 + p°), 


17° 


RÉPONSES 


TT, 


220. 

y=<+inp—2. 
z=2(1—p)+Cer, 
y={2(1—p)+Ce?](1+p)+ p?. 


re Sr 
pe M RE 
2cos p . 

y 


221. 


y= SSP — sin p, 
de - 
 2p?(p—1}3 ? 
228. À pans 1 
7 2(p—1)% p° 
1 2, 2 
224. 72e "Gt rl 
82e m4) 
225. y=Cr+ À : &y°—=27ar. 226. y—=Cr+C?, 
=, 227. y=Cr—; (y+1)=4r 


228. y=Cr+aV1+C? x+y2= af. 
229. z—Cy+C?, 4x—=—y?. 230. zy= + «7. 


231. 22840 aus, 232. y + D. 
: 1 
233. y=sins+ 234. y=i+r T5: 


235. y = ++ 236. Dans ce cas 
dy 


= —{a(rx)y+b(zx)y<+c(x)]; 


dy a (x) b (x) : 

TZ = —C(x:) 6 Le D y+1 

u_ — c (2) (y +=y+1) et les variables se 
séparent. On a: C— Lu def. 


238. y+zy —=0. 239. z°+y?= 2ryy". 


240. 
242. 


244. 


247. 
250. 
253. 


256. 
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azy"=ylny". 241. y?+y'—zy +y=0. 
y" —2y" +y=0. gs yy'2+ 2xy' = y. 
y"—=0. 245. y "++ y"=0. 246. y"2= (1 + y'?}$. 


y"—y=0. 248. y égnul 249. 2r?+y2=cC. 
x?+ny2=C. 251. 2r+0y2—C. 252. siny=Ce*. 
y2=Cz. 254. xy=C. 255. y—=Czx, si k=2; 


z?+y2=Cz. 257. xy°=C. 258. p=C(1—cos y). 


259. y—Ce-x/?. 260. y2—4r+4. 261. y—0. 

262. y—0, y=2. 263. Pas de solutions singulières. 
264. a=0, y—=0. 265. 4y+zS—0. 266. 4ry2+ 1 —0. 

267. y—1z— _— 268. Pas de solutions singulières. 

269. y—x2/4. 270. y—=0; y—=4xz. 271. y= +1. 

272. y=+2ex/". 273. y=7x, de — z/3. 

274. E+È 1 275. y=r— À. 

276.y=C SE +cosz. 277. "= 2sinr+-2+Cem-ininz, 
278. z°— Gzr?y? + y° = 

279. 15x2y — 24xry° — n +2y =C 


. Gy+12y—Ory2+923—C. 281. 2+zyln?z= Cry; 


u = a . 282. y=Ce-*+(sinz—zcoszr) e-*. 


.a=Ce"+ÉEN 4. 284. y+C=2r—%+9n—7. 
y=Cr+z 


. y(y—2z)—=C(y—zr). 287. y=C(2r—1)++. 


2x+2 


. z+y—1=Certv-1, 289. In|tg ]=C—2c0s+. 
. y=C(B3z2— 2x). 291. yS— Cr + rt. 


. zhyev=1+e. 298. Injz|— = C. 
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. Inf2z—9y+5|—2(r+y—2)=C. 295. ry+2r= Cy. 


trique 


.mt+y=Ce*, 297. Lin Titi 


2 yi—y+1 


V3 (arte + arctg PES = C. 


. z=y2(1+Cet/v). 299. sinr+2yln|y| —Cy=0. 
. Je V—=Ce 2z—2e*. 


.e+y=C(aty) 302 LC, ne 0, 
y y rt: 


TZ 


. 1(3y— 4x) + (4a2— 30?) In|7 (x+y)+a2+b?2| =C. 


y? 


.ze* =C. 305. y(1+z+lnz)=1. 

. y{sin(Iny)+cos(Iny)]=z{sin(Inz)—cos (In xr)]+C. 
.(z—1+Vz—2r+5)" =C(3y—1+V 9y2—6y +2). 

. (z—y)(z+7y—4)=C. 309 z+2y+3In|r+y—2|= 0. 
310. 
312. 


p=Cews. 311. 2arctg + In C(y+2)=0. 


Lors du passage de la courbe donnée à la courbe symé- 
par rapport au point O(0, O0), les variables x, y, y’ chan- 


gent en —z, —y, y’ si bien que l'équation donnée est de nou- 


veau v 
intégra 


érifiée. 313. Pour que la droite y—kxz+b soit une courbe 
le de l’équation donnée il faut et il suffit, en raison de 


l'égalité y'=k, que y=kr+b=k+zxk?, c'est-à-dire que k—=0 


ou k = 


4 et b—k. On en tire deux solutions: y—0 et y—r+1. 


314. 3y°—2rz—C. 


315. 


327 


y=chzx et y—1. 317. a) non; b) non; c) oui. 


. y= + Ci + Cort + Car + Cie 


328. y=#—sinr+Cirt+ Cor + Ca 

329. = Er 330. y=(r—2)e+r+ 02. 

331. y= SL lnz— + Cirt Ca 

332. y—Cix?+C. 333. y—=Ciln|z] + C2. 

334. y=Cie"+Cs 335. y= + Cir+ Ca. 

336. y=Cix (In z—1)+0C. 337. y=(Ciz— Ci) et +, 
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338. y= 25%, 339. y—Cs+Cr—sin(z+Ci). 

340. y = Ci + Cox + Cs- 341. y =ch (z + Ci) +C. 

342. y—C:—In|Ci—zx|. 343. y—C:—cos(C,+zx). 

344. y—C>—In|cos(C;,+z)|. 345. y= ETS +. 
346. y—z. 347. y— —27. 348. y—C,—In|{—e*tCi]. 
349. (z+C,)+(y+C)=9. 

3950. y={(x+cCi) Inlz+ Ci + Cor + Ca. 351. y = Co etix. 
352. y=— 393. y=(1++)". 


+4 
356. y (14 Ces). 357. y=C,ch EE 
1 1 


358. y [1+ CE], 359. y = V2. 


354. y = — 355. y2= Cir+ C2. 


360. Cir+C=l| 861. y——In|r—1l. 
362. y cos? (z+Ci)= C2. 363. = GS; : 
364. (z— Ci)? — Coy2 + kCi = 0. 
365. Parabole. 366. LE = ——, où x est la distance du corps 
au centre de la Terre; 4 122 h. 
d3 k ° . > k 
367. MT = = (t+ C2) + Ci a=—, 
d3z dz \2, 
368. mme k(Æ)"; 
t at — 
z=—In + = À Inchor: a=y/#. 


369. Cz = y#-1 (k > 1/2). 370. (x + C,)° + (y + C:)° = R, où 

R = const. 371. Oui. 372. Non. 373. Non. 374 Oui. 375. Oui. 
376. Oui. 377. Non. 378. Non. 379. Non. 380. Non. 381. Non. 
382. Non. 383. Non. 384. Non. 385. Oui. 386. Non. 389. 1. 


390. —< (x 0). 394. 0. 


392. e-2*. 393. 0. 394. —Ssinsr. 395. —1/} 2. 
396. — TT ; |rj<<n. 397. 0. 398. O. 


F 
2 Vni—zi 
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399. 1—Inxz: z=—>0. 400. 2 et ; zÆ0. 401. — ex. 


402. —2e"6*. 403. 1. 404. 1. 410. 9y”—6y' + y —0. 

&11. y" +3y"+2y—=0. 412. 2y" —3y —5y = 0. 

413. y” + 3y" + 2y" —0. 414. yIV +IQy"+y=0. 415. y” —0. 

&16. y"—3y" +2y =0; y = Ce* + Coex. 

417. y"—2y +y=0; y=(Ci+Cix)e. 
418. y” — 6y" + 13y — 0; y = e%* (C, cos 2r + C, sin 2x). 
419. y" — 3y" + 3y — y —=0; y = e* (C; + Cox + Cr). 420. y" — 
— y = 0. 421. y" — y  — 0. 422. y” + 4y + 4y = 0. 423. y” + 
+ 9y = 0. 424. y” = 0. 425. y" — Gy” + 11y° — Ey = 0. 
426. y” — 3y" + 3y — y = 0. 427. y” — 4y" + 5y — 2y = (0. 
428. y” — y” = 0. 429. y” + y’ —0. 430. y” — 2y” + y — 2y = 0. 
431. y” + 2y”" + 2y° = (. 


4 
432. y—Cie*+ Ce. 433. y—Cie*+ Ce 3". 
434. y=e" (1+zx). 435. y=e* (Ci; + Cox). 
436. y — 4e* + 2e3%x, 437. y = Cie” + Cie 2x + Cie sx. 
438. y—Cieti- Var Ceti+Vz, 
439. y=C;+Cor+Csr + Cr te (CC: + Cet). 


440. y—e* (Cicos&+CrsinF). 441. y=Cie*+ 


+e*(C,cos V3z+Cssin V3 7). 
442. y = e* (C; + Cox) + e* (C; cos 2x + C, sin 2x). 443. y = 

= e* sin x. 444. y = e* (cos V 2x + V2 sin V 2x). 445. y = C,e*+ 
+ Ce + e* (C; cos 2x + C, sin 2x). 446. y = Ce* + Ce? + 
+ e* (Ca + C, cos zx + C; sin x). 447. y = Cie* + Ce LH Ce. 
448. y = C;, + e*(C, cos x + Casin zx). 449. y = Ce* + C.e-* + 
+ C;cos x + C, sin x. 450. y = C; + Cox + Cr +... + Cior?. 
451. y = e* (C1 + Cor) + Ce. 452. y = C,; + Ce + Cet. 
453. y = z + e*. 454. Yypn = At + ÀAot + Az 4955. Ypn 
= A2 + Ao1° + A 37. 456. Yypn = A1 + Aot + A 37°. 497. Ypn 
= 0"* (A, + Aoz). 458. ypn = 67° (4:z + Aot*). 459. Ypn 
= 0"*(A,2° + A4:72°). 460. y,n = À sin zx + Bcos zx. 461. Yy,n 
= zx (A sinxz + Bcoszx). 462. y,n = x (C1 cos 2x + C, sin 2x). 
463. Ypn — TZ (C, cos kz + C, sin kz). 464. Ypn = e7* (C, cos z 
+ C, sin zx). 465. Ypn = ze * (Ci cos x + C:sinz). 466. Ypn 
= C1 + Cox + Car°. 467. Ypn = C1t + Cor + Car. 468. Yhn 


LU + 


RÉPONSES 265 


= Cr + Cor + Cort. 469. yon = C1 + Cort + Csx. 470. Ypn = 
= z(C;,cosz + C;,sinzx). 471. a) Ypn = (A1 + AoT + Ar?) ex, 
b) Ypn = (C1r + Cor + Csr)e*, c) Ypn = (C1z° + Cor + Csrt)e”*, 
d) Ypn = (C1 + Cor + Car) €, €) Ypn = (C1r° + Cort + Cri) ex, 
f) Ypn = (Car + Cort + Cri) e“*. 472. à) Ypn = Ci Sin r + 
+ Cocos x, D) Ypn = TZ (Cisinxz + Cscosr). 473. à) Ypn = 
= x (C, sin 2r + C,cos2r)e%, b) ypn = 1° (C, cos 2x + C, sin 2x) e**. 
474. Yypn = Cr. 475. Ypn = C1r + Cor + Car. 476. Ypn = Ce*. 
477. Ypn = Cie". 478. ypn = (C2° + Cor) e%. 479. y,n = Cr'es. 


3 

480. Ypn = (C17 +Cor*) ei". 481. Ypn = (C1Zz + C2z*) ex, 
482. Ypn = Z (C1 cos 5x + C, sin 5x). 483. Ypn = Z (C1 cos x + 
+ Cesinz). 484. y,n = x (C, cos 4x + C, sin 4x). 
485. Ypn = (C1 cos 2x + C, sin 2x) e**. 486. yhn = Z (C1 cos 2x + 
+ C, sin 2r) e**. 487. Ypn = z (C; cos 2x + C, sin 2x) e*. 
488. Ypn = Z (C; cos kxz + C: sin kz). 489. ypn = C (C = const). 
490. Ynn = C1 + Cet. 491. Ypn = C(C = const). 
492. Yon = Cr. 493. Yypn = Cr°. 494. Ypn —C (C = const). 
495. Ypn = Cz. 496. Ypn — Cr. 497. Yon = Cr. 
498. Ypn = CT. 499. ypn = Cet. 500. y,n = Cr'e x. 
901. Ypn = (C17° + Cor) e*. 502. Ypn = C cos 2r + C, sin 2x. 
903. Ypn = C1 cos x + C, sin x. 504 y,n = (41 + 4,7) sin 2r + 
+ (B, + Br) cos 2x. 505. Ypn = T° (C1 cos nx + C, sin nr). 
506. Ypn = C cos rx + C: sin rx. 507. Ypn = C1 Sin z + C2 cos zx. 
508. Ypn = Cr'e*. 509. ypn = (Cart + Cor) e*. 510. y = (C1 + 
+ Cor)e* — 2. 511. y = C;, + Ce — x. 

512. y—=C,cos3r+C,sin 3r+1. 513. y—=C,+ Cor + 


7 
+ Case + Æ-. 514. z=Ci+ Cor + Ces À 22. 


515. y = Ci+ Cox + Caz? + Ce + xs. 


56. y=Ci+Cr+ Cu + Cie +. 
517. y=C,cosz+C,sinz+(Cs+C,x)e* +1. 
518. y—(Ci+Cr)e"+E+E+S, 


TZ 


519. y=Ci+ Ce +R. 
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520. 
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y =(C;+ C2x) + Tr. 521. y=(C; +Cor) e72x + 


+ 4rx°e”"x, 522. y— Cie 3x + Ce a zre”$x, 


523. 


y=C,+CeT—Tr2— 087. 524. y = Ci + Cie" 3x — 


= (+ Fe +) e"3x, 525. y — Cie”3*+ Coe-2x + (207 — 5x?) e72x. 


526 


534. 
535. 
536. 


537. 
538. 


539. 
540. 
541. 
542. 
543. 


544. 
545. 


. y=C,;cosar+C;sinar+ 


y=(C,;cosz+C;sinzx) e +, 


. y= (C cos Æ z+C,sin V3 rje T++(#—r+1) e*. 


2 2 


: y= Cio-CVE+2 LE CetVE-2 16 cos 2r+ 12 sin 2x | 


25 


. y=C;cosztC,sinr+zrcosxr+zr’sinz. 
QG 2 n°2\ci 
: y=(C;+Cx) emx + 2mn cos nr + (m3— n°) sin nz | 


(miLn°): 


. y=(C;cos2r+C,sin 2r)e* + ze” cos 2x. 


2cos mr +3 sin mz 
RE = NE 


(la im). 
y=Ci+Caë® —+ (cos z+ sin z) e*. 

y= Ci+ Ce 25 ++ (6sinxz—2coszx)e*. 
y=(C;cosx+C,sin r)e-?*+5zre sin x. 

y=Ci+ Ce tx — (+5) COS x + (5-5) sin x. 
y=Cies+ Cr —(S+z)er. 
y = Cie" + Ca8 2 + (2242) e“x, 
y = Cie” + Coe2x + (S—:+1) eix. 
y = Cie + C, cos r + Cssin z—(x+3r+iÂ). 
y = (Ci + Cox) e° + Cscos x + C, sin z+ ee. 
y=(C;+ Cor) e° + 23 + 622 + 187 + 24. 
y=Cit+ Cort Cscosz+ Cisinr+ + Er. 

y = (ci+2-+) cos z + (C++) sin Z. 
y=(Ci+ Cox) e* + [(6 — 2) cos x + 4x sin r]e"*. 
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546. y= Cie + (Cros Li r+c sin 3 cle ?+ 


+ + (cosz—sinzx). 547. y—(C,+Cizr)e* + (Cs+Cix) e* + L COS z. 
548. y—(Ci+Cor+Csat)e"— © sin2r. 549. y— (Cicosz+ 


+Cisinz—+cosr+zsin x) e2x, 550. a) y=r(Cie* + Ce *), 

b) y—=Cie*+ Ce”, c) y—=xr(Cie" + Core *), d) y = Cie” + Corie*. 
551. Yp.n = 440* + 42072. 

592.  Ypn= T (Ait + À) + Breë. 553. Ypn — À1T + Ào + 

+ B, cos zx + B, sin x. 994.  Ypn — 4e + ze (B, cos x + 

+ B, sin x). 999. Ypn — AT + Bret. 556. Yon = A6 + 

+ x (B, cos 2x + B, sin 2x). 557. Ypn = A1 cos x + B, sin x + 

+ 4, cos 3x + B, sin 3x. 558. Ypn = Ait + B, cos 8z+B, sin 8 zx 

559. y = Cie-* + Ce — 2x + 1 + ex. 

560. y = C; + Coe* — 32° — 2x + cos x + 3 sin x. 561. y = 2 + 

+ e* (C, + Cox — sinx). 562. y = (C, cos zx + C, sin x) e* + 

+ xe* Lex, 563. y = (C, cos 2x + C, sin 2x) e-* + ex — 

— 4 cos 2x + sin 2r. 


564. y=Cier+ Ce + (2702: —5). 


565. y—Cicos2r+C,sin2r+ + (1 À sin 2x). 
566. y=(C;, + Cr) e*+Cscosz+C,sin z—+ cos x + 


++ (St) 567. y=Cit+ Ce" + Le cos 2r+ 


LA in9r+ = x? + 2x 
20 1 i 3 ES . 
568. y—=Ci+Cox+Csr?+Cicos2r +Cs sin 2r+ ++ 


Na EE . 569. y—(Cicos2r+ Csin2r)e*+cosr+2sinxz+ 


+äcos2r+sin2r. 570. y= Ci Ce + re + Re + — 
— 1? + 27. 571. y— Cie *+ Cet Er SL xe "+ rex. 


572. y—=C;cos2rz +C,sin 2r+ (+ sin 2x — cos 2x) ++er. 
573. y=Cie * +Ce 2*+3(22—2r)e *" +3(1x2 +2r)e "+. 
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574. y—C,;cosxz+C,sin z—<+cosär—+sinz+ 1. 
575. y—=(C,;cosxz+C, sin r)e?*+ cos x—sin x + e+, 


576. y — (c: cos z + Co sinz+s—+ sin z)e. 


577. y=Ci+ Ces + crie + 


578. y= (Cicos2z+C,sin2r+ sin 2x) e*+2r+1. 
579. y=(C;+C2x) “+ (4cosz+ 3sinfr) ++ cos2z+z+1. 
580. y= (Ci Car) e* + SOURNE sin r +1. 


581. y=(C cos V5 z + C,sin Ki z) e M SE ei 


582. y—=(C;+ Cox + Ir?) ee" + sin x. 


583. DCE EE ne (cos 2x + sin 2x) —+. 


584. y=Ci+(C:+ Car) + a+ 42e. 

585. y—C;cosxz+ C,sin z++cos3r++zsinz. 

586. y=C,+ Cie * + Cie’: + x — For 

587. y = Ci Carte + Cie 2 + cos r— EE — + (2x2 — 3x). 
588. y=C; + Gt Ge Gi GA D (T4) à 


589. y — Ci+ Cor + Cart + Cicos + Cssinr+ TE —e F. 
590. y = 2 — 2x. 591. y = 2° + e%. 592. y = 26%. 593. y — 


— 2°e°*, 594. y = e** —e + ze*,. 


595. y—1—zxe *. 596. y= (++) e3*+ + (4sin z—3coszx). 
597. y=cosz+zsinz. 598. y=cos27++ (sin 2x+ sin x). 


599. y—zcosz+z?sinz. 600. y—(cos z—2 sin r)e?*+(r—1)2e*. 
601. y = re" +z+e*. 602. y = 2e* + (sin z — 2 cos x) e* — 


&. 603. y — — [x cos x + (x + 1 — 2x) sin zle*. 604. y = 
= sh x + z°. 605. y = cos z + 2 sin zx + e-* + (2x — 3) e*. 
606. y=2r— "0" 2 Z sin V3. 607. y = 2707. 


73 


608. 
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y=+ cos. 609. y=sin2z. 610. y— —1. 


611. y — cos x. 612. y — e*. 613. y = e* + 3. 


614. 


y=——. 615. y = (cos r+ sin x) e*. 


616. y—e"’*cos2r. 617. y—(r+zr)e*. 


618. 
620. 


y=Cir+ ©. 619. y=—(Ci+Cilnr). 


y=-7 [Cicos ( Me 


In) + C,sin ( RE In x) ]. 


621. y=C;, + C:ln zx. 622. y = C; (x — 2) + Ce (x — 2) +. 
623. y = Ci (2x + 1) + C, (2x + 1) 1n (2x + 1). 624. y = C, + 
+ Cor + Cart. 625. y = Ci + Cor + Csln zx. 


626. 


628. 
629. 
630. 


633. 


637. 
639. 
641. 


649. 


y=Ci+Co(z+1)+Cs(r+1) 2 627. y—=C,+ 

+ (22 +1) [Ge cos ET + Gi sin ÉD 
Jour cd ip 

y = Cire + + — (cos 1nz—3 sin In 2). 
ionies 631. do als 
par ie 632. y — Cir+< de Im. 


y=++inr—3lnr+2r+7. 634. y=—iCi+ 
+ C in 41) m5 (+ 1) 635. y—(r—2)[Ci+ 
+Csln(r—2)+r— À. 636. y—Ci(1+4xt)+ Ce 27 
y=C,(2z—3) + Cox 2. 638. y—Cix3+C.(xz+1)— zx. 
y=Ciz+Clnz. 640. y—Cisinx+C;sin?z. 

y —=C, cos (sin x) + C, sin (sin x). 642. y—=Cir+ 
+COVTFA+L 648 y= Constat, 644. y=Cirt 


+ (Cr—z++) e*. 645. y=C,cos(e-*)+ C, sin (e*) + 
per, 646. y= +0 MEl}4 647. y= 
— Cicose*+C,sine*+z. 648. y—C;(2rz—1)+C,r? + 25. 


d?z 


TE =+ xz(z—longueur de la partie pendante de la 
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TG d° 
chaîne); t=]/ —In(6+4/35)s,k=g,m=—6. 650. Les 
1,2%, 5 =0,23—1. 651. m = —km, s= À 


Êe 


= kr, = acit, 


652. 
653. y = (C, —zx) cos x + (C: + In |sin x l)sin x. 654. y=Ce* + 
+ Co + (e* + 1) 1n (4 + e-*). 


655. y=Cicosr+C,sinz—-— = 


2cos x ° 


656. y=C,cosz+ 
+ Cysinz+<cosz Vox. 657. y=(C;t+C, zx) e*° — 


—e*InV1+1+e"zrarctg x. 658. y=(C;—z)e* cos x + 
+(C;:+iln|sinzl)e *sinxz. 659. y—Cicosz+C,sinxz+ 


+. 660. y—Cie+Cr—coser. 661. y=Ci+ 
+Cxz+Cse*11—rz+<clnirl. 662 y=Cie+C,+ 
+ (12 —1) ex. 663. y=Ci+Citez+— (1+ztgz). 
664. y—=C;z(inz—1)+C;,+z(In°r—21nxz— 2). 665. y — 
=C, (z++) e2x+ Co— re. 666. y—=C;,sinz+C+ 
+ (1n [sin z| —1)sin x. 667. y —=1. 668. y=—. 


669. y= arctg?z. 670. y=(i+z—+) e*. 671. y— 


_1—Inz __ x . 
ere 672. y—(rx—1)e*. 673. y——. 
674. y—1. 675. y”—y=0. 676. (z—1)y"—zy +y=0. 


677. (z—1)y"—xy +(z2—z+1)y—=0. 678. y" —0. 
679. zy° —y" + zy — y = 0. 681. y=Ciyi+ Cu Î x 


xe” 11 qe. 682. p(x)=W (x), pa(x)=—W" (x), pa(x)= 
=W (y,,y.), où W(rz)=W (y,,y2) est le wronskien. 


1 
685. p°<<4p,. 689. Die UE 
691. p>0,qg>0. 692. p=0,aq>0. 
693. Supposons que y (x) > 0 sur (a, b). Puisque la solution y (x) 
satisfait à toutes les conditions du théorème de Rolle, il existe un 
point EE (a, b) en lequel y’ (£) = 0 et donc 


. ?+4 
y E=i>0. 
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C'est une contradiction car au point x = E la solution y (x) pré- 
sente un maximum et on doit avoir y” (E) << 0. Par suite, y (E) << 0. 
On peut montrer de façon analogue que dans les autres points Ë, 
s’ils existent, on aura y (E) < 0. Il en résulte que y (x) << 0 sur 
(a b). 706. a) À = k°, k = 0, 1, 2, ...; b) À — 4k?, k = 0, 1, 


9 e e e 


707. Pour lout À. 708. a) soluble, LE 


sh 27 ? 
b) insoluble. 709. 1) ÀA— oo >0, y = C, cos 2nxz + 
+ C, sin 2nnxz; 2) À — © = 0, y = C = const; 3) À — w° < 0, 
y= 0. 


710. y= VV 1+4xr— x. 
sh r 


711. y=asinz. 712. y= Ha 


713. y= —e* sin x. 


cos a (nr — x) 
sin ax 


Hi. y=e. 75 y= +  0<a<i. 


716. y—1—cosx. 717. ÀA=n,y—=cosnrz, n=1,2, ... 
718. A=nt, y =sin (n+—) x: n=0;'1,;::. 


719. y—(z—1)e *. 720. y=Csinnrz, rn=0,1,2,..., 
C—constante arbitraire. 721. y=0. 
722. y=C(zinrz—zx+1), C —constante arbitraire. 


= PR 
723. y=0. 724. Y=i—— +55 — 
3 
725. Pal .. 726. pitt +... 
727. y=z— + Le EE RG 


799. parent + +. 780. y ++ dE 


cos 1 — sin 1 


X (z—e + — (x —e) +. 731. y= LT + 
Te — 132. y=i+ets . + _. =. ..3 (= e*). 
x? — 1) zin 
P ft +ér—. HR +] 
Ce z° (—1)7 z2n+t1 
+ [+ TS ÉTÉ 135... ED ] 


- 3z° 3-58 (2n + 1)11 zin+é 
134. y = L+T nu GI — + —— ET Fee te 
où (22+1)1—=1-3.5...(2n +1). 735. y—= —2+2r— 


at Et... 7. y=t+ + 
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740. 


741. 


742. 


746. 


RÉPONSES 
3 
HR 787. y=C (145 ++ 
6 3 
+++ +...) +0 EEE HET ++ 
+4). Merise, 


++... 739. y=C, (a+. )+ 
+CVz (1-5 +...) (y=Cicos V7 + Cusin V2). 


= n(n—1)...(n—k+1) 
TE KI z° 
k= 
4-4x° 4.4.7zx$ 


L 8-1ir? , 8.11-4479 
LT pese ou 10.13 Ÿ 10:13:16 +...) 


— ax a? E 
pet tes ms let) 
où C, est une constante arbitraire, P=—-. 743. y = 
: 2—a, (2— &) (12— a) 
=Coz{i+ ent [ ES _É]xr..}, 
où C, est une constante arbitraire, p—1. 744. y — 
= Cif is (2z)+ Ca us (22). 745. y = Cid ip (2) + Cod -4pe (2). 


y=Cido (+)+C2Yo (5). 747. y= CiJ0 (27) + C2Yo (22). 


748. y= 22 [CT sn (2?) + Col spa (22). 749. y = [Cid ae(V x) + 
+Can(Va)]. 750. y=— Cite) +C:Ye (a. 751. y= 


L [Ci (2x) + CY: (2x)] . 


792. y=+— D ee. 753. Pas de solutions périodi- 


ques. 


ns (n?— 3) 


n=1 


754. y—=C,cos x +0C, sin r— D er: 755. Pas de so- 


n3(n?— 1) 


n=2 


lutions périodiques. 756. y—C— S 0e 
n=i 


n5 (n° + 1) 
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757. Pas de solutions périodiques 758. y = + 


. n(?— 4) cos nr+4n sin nr 
HD 


ne! 
Le») 


1 1 à cos 2n 7x 
199 y= —-+— > (—1) TD Gi - 


n—1 
4 = ns 42 COS nz+ (4— n°?) sin nr 
pu ur Qu 7 PE: 
761. Pas de nn périodiques. 764. f (x) — —. 767. Oui. 768. 
Oui. 769. Non. 770. Non. 771. Oui. 772. Non. 773. a) Oui; b) Non. 
774. Oui. 775. Non. 


776. x = 3C, cos 3 — 30, sin 34, 
. C; cos 3t + C; sin 34. 
z=Ciet—Cret+i—1. 
1e Lol Ciet+Coet—t+1. 
= — a 74, 
778. [il 2e at 
=e"t+3e"t. 
779. ETS 
cos { 
z=C e” ÉECs'e, 
780. 
{” = Cie t+3C:e st + cost. 
T = (Ci — Co) cos { + (C, ue C2) sin l, 
781. 4 y=Cisint—C,cost+C,et 
Cost Co Coct 
T= Cie”* +C,e’!, 
782. 4 y=Caet+C,e’!, 
2= —(Ci+0Cs) et + C2 ef. 
783 fab + Cse-t+Casint +C,cost, 
" ly=Ciet+Cet—Cssint—C,cost. 
res. {0 Ci+ Cot + Cal? 
y=—(C,+20)1— RC; Ce 
785 De +53 + Cae”2!, 
" ly=2(C Citjet + Cse”2t. 


18—0874 


198. 


800. 


802. 


804. 


806. 


807. 


808. 


REPONSES 


SR: _ zy=C;, 
2Lao— 797 2 
P Ê q 29 d Inxr=C;+ l 


3CX 


Æ 
z=et, tte Co 
ue 8e | 
> De 
TZ = C,e-t/Cà, ER 
{ L pt/Ci 189. { æ y Ca 
Ie * 1+Cir=Cieit. 
z+y t 
z—y= Ci, tg D) =C,e : 
PP DR 
z— = = 
y 2 tg — = (,e 
y=Cix, : { tg(z+y)=t, 
: r 193. 
Cr = Co—2 tg(r—y)=t. 
LI — il RE Ci, 
795. 
y=C,e' É m—y= C2. 


xt y =Cirz—t, - ( 2z +3y+A4i=0C;, 
799. { 
y=C2x x +y += C. 
t  C: 
LT — 3 Tr 2x2 y? +t2—=C;, 
e 801. 2 _0 2_C 
I = 2C, e%— 4C, est, 803 TI — C, —- Co et, 
Par hp) ° y=Ci. 
z=0, z=e*t— et, 
y=0 jo Le 
z= —5e2'sint, 
y= et (cost — 2 sint). 
z=+Ciet— Cet, 
y=r Cie +200 
2= + Ciet— Cie 
r=Cie*—C,eï!, z—1—e"!, 
{ue e— Cet, 809. 4 y—1—e"", 
z=Ciet—C,est—C; et. z—=2e"t—1, 
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dE. e#+92C,c'+Ce"t, 


y= ee tL3Ciet+ Cet. 
x=(Î1—1{)cos{t—sint, 
y=(t—2)cost+tsint. 
z=C,cost+C,.sint+tgit, 

y= —C,sint+C,cost+2. 

z=C,;+2C;e t+2e"tInlet—1|, 

y= —2C,—3C,et—3e"tInlet—1|. 
x=C,cost+C,sinf+costlin|cost| +tsint, 
= —Cisint+C,;cost—sintin|cost] +fcost. 


4 


lé 
z=Cicost+C;sint+1, 
trs —Cisint+C,cost. 
z=C,cos2t+C;sin21+t, 
2 Cisin 2—C,;cos 2t+1. 
z=—C,sint+(C;—1)cosé, 
eu Cicost+C,sint. 
z=Ciet+C;,+e, zx = —{, 
818. es Ciet—C,— et. 819. us 
_. z— —Cisint+C,cost+t, 
2 821. a 
y—=Cicost+C,sint+t— 2. 
_ LC,—2et—cost—siné, 
LT C, —2e"t + cost. 
z=Ciet+C,siné+Cscost, 
L y= —Ciet+C,cost—Casint+t, 
ee LE 
z=4Ciest—C,e!, 
y=Ciest+ Cet. 


z=e"!, 

y=e"!, 825. 
z= 1. 

z= Cie +4C, et, 
y= — AC, et + AC, eff. 


TI = 4C; ef +Cet—?, 


826. 


827. 


_Cest—1 
y = ,e! C;e 6 : 


867. 
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z=C,(1+2)—2C:—2cost—3sint, 
y= —Cit+C:+2siné. 


"ft 


. ze #t—e"st, 831. = —(#+22+12+1). 
.z=sint. 833. r= est, 
. z=e t+sint—cost. 835. r=0. 


: ze. 837. r—1—cost. 838. z=0. 


met. 840. z— —1—1+. 841. r—=1. 


x 
.z=t2e 843. r=1i. 844. r—1—4te"?t, 
. T= — ef. 846. xr—({+1)sint —cost. 


.z=t2—3t+4. 848. r=et +sint. 
z= (++) et, 850. r— (++t—2) et/2. 
. c=({+éje t+(1—t)e"2f. 

: z=— (6 et—92e"2), 853. re tt, 

. z=et+cost—sint. 855. z—3(1—+t)sin3t. 
| z=t (sin %+ <cos 24). 


: z=1(4t—1) (cost+ sin). 


4 


. ze [(Â—t) cost + (1 +t)sint]. 
. z=t—1+9e. 860. z——t/4 861. r=te. 


. zc=4t(sint— cost). 863. z= + (1— cos 2 + £ sin 2). 


z=4e #t—3e"st, 
y=3e3t—2e"?t, 


865. { 


y=—e'+e". 
z=et(cost—2sint), 
is 
" —+ + À cos A — 3 sin 2, 


y=t1+3cos2+ À sin 2. 
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1 ,. 
= at z—=—(siné{+ cost), 
da. ve. | - 
e 1 
2 


(sin { — cos {). 


z—2—e!, z=1itietter?t, 
y=—2+4et—te, 871. à y—e"—e", 


z= —215et— jet. z=2et+9e"2t. 


y=2—1t—2et—2te"t. 


= e"+siné, 875 z=cost+e”Vit, 
° y=L (cost —e-V3 t). 


x=12(cht—1)—Lr.sht, 
y=Tt.sht—17 (cht—1). 


z=tt+é. cul ne 
878. 879. + e"(2cost . L), 
y y =e! (3cost +sint). 


880. Instable. 881. Instable. 882. Stable. 883. Stable. 884. Sta- 
ble. 885. Stable. 886. Foyer instable. 887. Col. 888. Centre. 889. 
Foyer stable. 890. Nœud stable. 891. Nœud instable. 892. Nœud 
instable (nœud dicritique). 893. & << —3/2. 894. a) le point de repos 
est asymptotiquement stable; b) le point de repos est instable; c) le 
point de repos est asymptotiquement stable. 895. V — 21° + 3y°, 
asymptotiquement stable. 896. V — z* + yt, stable. 897. V — 


= 2° — — y", instable. 898. V = 1° + y*, asymptotiquement stable. 
899. V — 2° + y*, instable. 900. V — 2r° + y*, stable. 901. V — 
= 2° + y*, asymptotiquement stable. 902. V = 2° — y“, instable. 
903. V — x” + TH, stable. 904. V — x° + 3y*, asymptotique- 
ment stable. 905. V = xt — y%, instable. 906. V = xt + 2y*, sta- 
ble. 907. V — x° — y*, instable. 908. V — 3x° + 2y*, stable. 909. 
Des conditions imposées à la fonction v (x,, . . ., xz,) il est immédiat 


que le système donné a une solution triviale x, = 0, ..., x, = 0 
En prenant pour v la fonction de Liapounov, on obtient pour la 


872. ts du pen 
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À à 
dérivée —— en vertu du système 


B= (de (ET. 


(CE OTn 


Par suite, la solution nulle z — O0 du système donné est stable au 
sens de Liapounov lorsque t —> co. La stabilité sera asymptotique 


si SL est une fonction définie négative. 910. Instable. 911. Stable. 


912. Stable. 913. Stable. 914. Stable. 915. Instable. 916. Stable. 
917. Instable. 918. Stable. 919. Stable. 920. Instable. 921. L'étude 
en première approximation est impossible car les racines de l’équa- 
tion caractéristique sont imaginaires pures. Pourtant il existe une 
fonction V -- 3z° + 4y° satisfaisant à toutes les conditions du théo- 
rème de Liapounov sur la stabilité asymptotique, en particulier, 
= — (61° + 8y*) < 0. Par conséquent, le point de repos x = 0, 
y = 0 est asymptotiquement stable. 922. V = x° + y*; la solution 
z = 0. y = 0 est asymptotiquement stable. 923. A << 0,017. 924. 
À << 0,16. 925. À << 0,0012. 926. Instable. 927. Stable. 928. Stable. 
929. Instable. 930. Stable. 931. Instable. 932. Stable. 933. Stable. 


934. Stable. 935. Instable. 936. Stable. 937. & > 2 938. Instable 
dans tous les cas. 939. « >> 2 . 940. a > 0, af > 1 + a”. Mi. a > 


>2,8B>0, 98 — 6x + 4<0. 942. Stable. 943. Stable. 944. Sta- 


ble. 945. Stable. 946. Stable. 947. Stable. 948. Stable. 949. In- 
stable. 950. Instable. 951.vInstable. 952. Instable. 953. Stable. 
954. Instable. 955. Stable.‘ 956. Stable. 957. Instable. 958. Insta- 
ble. 959. Instable. 960. Instable. 961. x — O0 est instable, zx — 
= & + 4 est stable. 962. zx = t est stable, x = e' est instable. 
963. x = t pour t <O0et x = —t pour t > 0 sont stables. 964. zx — 
= 0 pour t << 0 est stable. $965. x = { est stable, x — e"+1 est 
instable. 966. Instable. 967. Instable. 

968. La solution x = sin t est instable pour | t | < 1 et stable 
pour |t | > 1. 

969. x — —1 est stable; x — 5 est instable. 

970. x — test stable pour 0 < t <'1et instable pour t > 1. 
xz=—1 est stable pour {> 1 et instable pour { < 1. 

971. x = e-! est une solution semi-stable. 


ANNEXE îi 


QUELQUES FORMULES DE GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE 


En coordonnées cartésiennes (fig. 65) 
y =tra 
1. Sous-tangente TP— +, 
2. Sous-normale PN = yy'. 
3. Longueur du segment de tangente TM=|+ Vi+y?|. 


4. Longueur du segment de normale AN — | y Vi+y'? |. 
5. Différentielle de la longueur de l'arc de courbe dS — |/ dr? + dy2. 


T 
Fig. 65 Fig. 66 


En coordonnées polaires (fig. 66) 


r d 
p= p (ph P'=< 


6. Angle B entre la tangente et le rayon-vecteur gB= +. 
. Sous-tangente polaire TO = 2. 

8. Sous-normale polaire ON = p. 

9. Longueur du segment de tangente TM=|<# V'p?+p"? . 


10. Longueur du segment de normale AN = V p®+p'?. 
11. Différentielle de la longueur de l’arc de courbe dS — 
= Ve p? dq. 


=1 
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PRINCIPAUX ORIGINAUX ET LEURS TRANSFORMÉES 


n° ps pD{ 
d'ordre Original f (t) Transformée F (4) — \ [tte Pt dt 
(1 
1 | l 
d { 
2 | M(n= 1, 2, ...) | En 
P(x+1) 
3 | (Tax > —1) RTS 
1 
An 
4 ce” (A a+ bi) mn 
6 et n| 
(p— à)n+i 
T(a+1) 
At 
6 tTet (a >— 1) | D TATTE TE 
: w 
7 sin wt (w@ > (1) | SE 
P 
OS { 
8 cos w | PRE 
9 sh ot | —— 
p°®— w 


n° 
d'ordre 


10 


11 


13 


14 


16 


17 


18 


19 


Original f (1) 


chut 


e! sin wt 


At 


e” cos wf 


ext sh wt 


et ch ot 


{ sin O! 


{ cos wt 


t sh ot 


t ch wt 


sin ({—7T) (t > 0) 


cos ({— 7t) 


in sin 


in cos wt 
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nn À emamemmmmmnumen À cmemmmemnmenveumme À emmmanenemmmmmmus À cmmmmmmmmmmemmmxs À emmseunmmmmemnenmss mme À emmmemmnme À enmmemmmmmemmmmmmmss À menus À cusmmmemnemmnmenmnm À emma À “mamans 


a 
p°— w3 


(A) 


[e «) 
Transformée F(p) =— \ ftt>e7Pt dt 
0 


p—À 


NOEL TE 


(A) 


p— À 


MCE 


2pw 


(pitos 


p? — w? 


(p? + w°)° 


Jm (P+iw)"*1 


Re (p+iw)n*1 


.n! 


.n! 
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Suite 
: C0 
d'ordre Original f (t) Transformée F'(;) = \ f{t) e—Pt dt 
0 
f REA nt 
23 Ja) (n=1, 2, ...) LA AR er 
V P°+1 
nu ls Dee) 4e 
«/2 V1 
! e 
di sit | = dr arccig p 
0 P 
| 1 
26 Ci ( COS Z 1 
| = ® PVR 
= cbt — ent en 
21 t | 
| ° ca 1 2 n ? 
. | E Fo nan (V p°+ai— p) . 
1 1 
- ni (inv), v=0,57722.. 
: (inv), v=0,57722 


@ 1 HO © NN = 
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CHAPITRES SUPPLÉMENTAIRES 
DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


par V. ARNOLD 


Cet ouvrage de V Arnold, docteur ès sciences physiques et 
mathématiques, prix d'Etat, vient compléter les « Equa- 
tions différentielles ordinaires » qui sont parues en français. 
L'auteur y examine les méthodes analytiques et qualitati- 
ves d'étude des équations différentielles. I] attache une 
grande attention aux applications des équations différen- 
tielles à la mécanique. Les principaux chapitres traités 
sont : les variétés invariantes, les formes normales, la 
stabilité structurelle, la théorie de la bifurcation, la 
méthode de moyennisation, la discussion des singularités. 
L'exposé fait une large part aux mathématiques moder- 
nes. 


ANALYSE FONCTIONNELLE 


(en deux volumes) 


par L KANTOROVITCH, G. AKILOV 


La monographie des célèbres mathématiciens soviétiques, 
L. Kantorovitch, membre de l'Académie des sciences de 
l'U.R.S.S., prix Nobel, et G. Akilov, docteur ès sciences 
physiques et mathématiques, est l’un des ouvrages les 
plus complets d'analyse fonctionnelle. Les bases de la 
théorie des espaces métriques, topologiques, vectoriels, 
abstraits, la théorie des opérateurs, des équations fonction- 
nelles sont exposées dans un style rigoureux et accessi- 
ble. Une grande attention est attachée aux applications 
de la théorie générale, à l'analyse appliquée ainsi qu'à 
l’économie mathématique et à la théorie de la gestion. 


